Geometrische _Untersuchimgan

iiber

‘Strahlencomplexe 1. und 2. Grades.

INAUGURAL-DISSERTATION

ZUR

ERLANGUNG DER DOCTORWURDE
YON DER PHILOSOPHISCHEN FACULTAT

DER
FRIEDRICH-WILHELMS-UNIVERSITAT ZU BERLIN

GENEHMIGT

OFFENTLICH ZU VERTHEIDIGEN

am 8. Marz 1879
von

Friedrich Schur

aus Posen.

OPPONENTEN:
Herr Carl Schilling, Stud. math.

- Emil Thomas, Stud. phil.
Eduard Wiltheisa, Cand. math,

BERLIN.

Bucrpauckzes von Gustav Scuaps (Orro Francks).

Limixwsrr. 158.
.






Dem Herrn

Professor Dr. E. E. Kummer,

Kinigl. Preuss. Geh, Regierungsrathe,
'

in Hochachtung und Dankbarkeit

FEE T
'l *or . ‘ 0
.e.‘.-ﬁ’- - - f .
“ E;’;‘i ri i
o gad U i
Lot dl .
1

: égzmwﬂ A,

yom

Verfasser.






Io dem Folgenden habe ich den Versuch gemacht, das so
interessante Gebiet der Strahlencomplexe 2. Grades einer rein
geometrischen Behandlung zu unterziehen, Eine Untersuchung
der in einem solchen Complexe enthaltenen Regelflichen 2. Gra-
des zeigte bald, dass sich derselbe immer durch zwei reciproke
Biindel von linearen Strahlencomplexen erzeugen lisst. Nach-
dem so ein geometrischer Ausgangspunkt gewonnen war, zeigte
eine weitere Behandlung, wie eng alle bisher bekannten, von
Plicker') und Herrn F. Klein?®) gefundenen Eigenschaften
der Complexe 2. Grades mit den in denselben enthaltenen Regel-
flichen 2. Grades zusammenhingen. Dieser Zusammenhang
liefert die von den genannten Geometern erhaltenen Resultate
ungezwungen und setzt sie in ein neues Licht. Besonders diirfte
der durch diese Regelfiaichen vermittelte Zusammenhang aller
zu einer Singularititenfliche gehorigen Complexe 2. Grades
interessant sein. Als neues Resultat mochte ich noch .den
Nachweis von 96 Regelflichen 2. Grades in dem System der
singularen Strahlen hervorheben. Der eigentlichen Behandlung
der Complexe 2. Grades musste eine Untersuchung der Strahlen-
systeme 2. Ordnung und 2. Classe vorausgehen. Dieselben haben
zwar kirzlich von Herrn Reye®) eine geometrische Behandlung

erfahren; jedoch konnte ich mich darauf nicht stiitzen, da fiir
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mich die Beziehung derselben zu dem sie enthaltenden linearen
Complexe wesentlich war. Auch war ein Eingehen auf die
speciellen Arten dieser Strahlensysteme fiir meinen Zweck noth-
wendig. An diese Untersuchung schloss sich naturgem#ss einiges
Allgemeinere iiber die in einem linearen Complexe enthaltenen
Strahlensysteme. Dabei wird von einer Abbildung des linearen
Complexes auf den Punktraum ausgegangen, die gewissermassen
durch eine Projection des linearen Complexes vermittelt wird.
Diesc Abbildung fithrt fiir einen speciellen Fall auf eine schon
bekannte, von Herrn Noether') entdeckte. Zuletzt bemerke
ich noch, dass ich mich iberall bemiibt habe, an den Principien
der Geometrie der Lage festzuhalten, d. h. nur wirklich kon-
struirte Gebilde zu betrachten.



ERSTES CAPITEL.

Die Abbildung des linearen Complexes auf den
Punktraum.

§. 1. Bezeichnungen.

Der Bequemlichkeit halber werden wir uns im Folgenden
immer nachstehender Bezeichnungen bedienen. Mit den Buch-
staben des kleinen deutschen Alphabets bezeichnen wir Punkte,
mit denen des kleinen lateinischen Alphabets Linien, endlich
mit denen des kleinen griechischen Alphabets Flachen. Waeiter
mit den Buchstaben des kleinen lateinischen Alphabets Strahlen,
mit denen des grossen deutschen Alphabets Regelflichen, inso-
fern sie Strahlen enthalten, mit denen des grossen griechischen
Alphabets Strahlensysteme (Congruenzen) und endlich mit den
Buchstaben des grossen lateinischen Alphabets Strahlencomplexe.
Obere Indices mdgen die Ordnung oder Classe des betreffenden
Gebildes angeben, untere verschiedene Individuen derselben Art
unterscheiden. Bei Strahlencomplexen bezeichnet die Ordnung
zugleich die Classe, auch die Strahlensysteme, welche wir be-
trachten, werden ausnahmslos von derselben Ordnung und Classe
sein; wir werden sie daher kurz Strahlencomplexe oder -Systeme
des betreffenden Grades nennen. Sind Gebilde des 1. Grades

(Ordnung) gemeint, so werden wir den oberen Index fortlassen.
_ e



§. 2. Das zur Abbildung dienende Gebiisch von linearen
Complexen.

Durch 2 Strahlen ¢, und g, geht ein lineares System
3. Stufe von linearen Complexen hindurch (ein Complexgebiisch
1. Grades). Dasselbe denke man sich kollinear auf die Ebenen
des Raumes bezogen, sodass also jeder Ebene ¢ ein Complex S,
jeder Geraden m ein Strahlensystem 1.Grades M entspricht und
jedem Punkte p eine Regelfliche 2. Grades . Beschreibt die
Ebene ¢ ein Ebenenbiischel durch m, so beschreibt der ent-
sprechende Complex 8 ein dazu projectivisches Biischel durch M.
Beschreibt der Punkt p die Gerade m, so beschreibt die Fliche
P in M ein Biischel durch ¢,, g, und die beiden Leitstrahlen
von M. Mit einem nicht durch ¢, und g, gehenden linearen
Complexe C hat nun jeder Complex S ein Strahlensystem
1. Grades 3 gemein, jedes Strahlensystem M eine Regelfliche
M und jede Regelfliche P ein Strahlenpaar p, p,. Hierdurch
entspricht also jedem Punkte p des Raumes ein Strahlenpaar
Py py des Complexes C, jeder Geraden m eine Regelfliche I
und jeder Ebene ¢ ein Strahlensystem 3. Beschreibt der Punkt
p die Gerade m, so beschreibt das Strahlenpaar p, p, eine dazu
projectivische lnvolution auf SR, und beschreibt o ein Biischel
durch m, so beschreibt X ein Biischel durch %, d. h. die Strahlen
dieser Systeme, die durch irgend einen Punkt gehen, beschreiben
ein zu dem Ebenenbiischel projectivisches Strahlenbiischel.

§. 3. Die Leitgeraden der Strahlensysteme, welche C mit den
Complexen 8 gemein hat, bilden einen linearen Complez.

Jeder Complex § hat mit C ein Strahlensystem 1. Gra-
des = gemein, welches zwei Leitgerade s, und s, besitzt. Hat
die Regelfliche 9 durch ¢, g, mit C die Strahlen p, p, gemein,
so gind alle Geraden, welche p, und p, gleichzeitig schneiden,
solche Leitgeraden; und lisst man P ein Strahlensystem M
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durchlanfen, so erhiilt man die Leitgeraden aller Strahlen-
systeme =. Denn die =, welche diesen Leitgeraden zugehdren,
entsprechen den Ebenen, welche eine Gerade m schneiden,
d. 8. alle Ebenen des Raumes. Da nun die Strahlenpaare
P, py auf M eine Involution bilden, so erkennt man leicht,
dass die Strahlen s, welche in einer Ebene o liegen, durch
einen Punkt o gehen. Denn N schneidet « in einem Kegel-
schnitt, dessen Punkte durch die Strahlenpaare p, p, involu-
torisch gepaart sind; die Strahlen s sind aber die Verbindungs-
linien der Punkte je eines Paares und bilden daher ein Strahlen-
biischel, welches zur Involution der p, p, projectivisch ist.
Daher erfillen die Leitgeraden s einen linearen Complex K.
Seine Strahlen 2, s, sind einander in Bezug auf C conjugirt
und die Strahlen p, p, sind einander in Bezug auf K con-
jugirt. Von zwei solchen Complexen sagt man, sie liegen in
Involution®).

Jeder Ebene ¢ entspricht also ein Strahlenpaar s, s, von K
und den Ebenen, welche durch einen Punkt p gehen, die Strahlen
eines Strahlensystems 1. Grades 77, dessen Leitgeraden p, p,
sind. Beschreibt p die Gerade m, so beschreibt I7 ein dazu
.projectivisches Biischel durch I, wo aber jetzt die Leitschaar
von M 'gemeint ist. Denn wir sahen, dass die Strahlen s,
welche diese Systeme mit einer Ebene « gemein haben, ein
zur Involution der p, p, projectivisches Biischel bilden. Ferner
beschreiben die Strahlen s, s,, wenn ¢ sich um s dreht, auf
M eine dazu projectivische Involution.

Man erkennt ausserdem leicht, dass die Regelflachen, welche
die Strahlenpaare s s, von K mit irgend einer Geraden r, ver-
binden, simmtlich noch durch eine zweite Gerade », gehen,
sodass also dann die Ebenen o des Raumes zu dem Com-
plexgebiisch 1. Grades durch », », in réciproker Beziehung
stehen.



§ 4. Die Fldiche 2. Ordnung, welche dem Strahlensysteme
entspricht, das C und K gemein haben.

Wihrend jedem Punkte p des Raumes i. A. 2 Strahlen
P1 Py in C entsprechen, entspricht jedem Punkte einer gewissen
Flache 2. Grades x* immer nur ein Strahl. Man sieht unmittel-
bar, dass dies die Strablen des Systems X sind, welche C mit
K gemein hat. Und in der That entspricht den Strahlen dieses
Systems eine Fliache 2 Grades. Denn jedes Strahlensystem M,
welches in dem Gebiische ‘durch ¢, g, einer Geraden m des
Raumes entspricht, hat mit C und K zwei Strablen gemein.
Ebenso werden auch die Ebenen, welche den Strahlen von X,
insofern es K angehdrt, entsprechen, von einer Fliche 2. Klasse
umhiillt, welche mit x* identisch ist. Denn der Strahl s, wel-
cher einer solchen Ebene o entspricht, vertritt zugleich die
beiden Leitgeraden des Systems =, welches der Ebene o in C
entspricht; dieses hat daber mit X die beiden durch s und die
Leitgeraden von X bestimmten Strahlenbiischel gemein. Jedes
derselben kann mit g, g, durch ein Strahlensystem 1. Grades
M verbunden werden; diesen entsprechen also die beiden Ge-.
raden m, in denen o die Fliche yx® schneidet. Dem Strahle s
selbst entspricht der Schnittpunkt derselben, d. i. der Beriih-
rungspunkt von o. Einem Punkte p entspricht in K ein Strah-
lensystem 7, welches die Leitgeraden der Systeme enthalt, die
den Ebenen durch p in C entsprechen. Daher enthilt die
Regelfiiche R, welche 7 mit X gemein hat, die Leitgeraden
der Systeme, welche den Tangentialebenen von x* durch p ent-
sprechen, und den Geraden von R entsprechen, insofern sie C
angehdren, die Beriihrungspunkte. Dem linearen Complexe
also, welcher ;R mit ¢, g, verbindet, entspricht die Polarebene
von p in Bezug auf y* Hat umgekehrt das System =, welches
in C einer Ebene o entspricht, mit X die Regelfliche & ge-
mein, 8o eni.spricht dem Complexe, welcher © mit », r, ver-
bindet, der Pol von ¢ in Bezug auf x’.






