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§1,
Introductio.

In sequentes diaquisltlones incidi considerando’ problema nolam ad theamm super-
ficiernm secundi gmiu pertinens:

Axes principales seotionis conicae determinare, qua dnh. anperﬂmeu secundi gmdus
per datum planum secatur. Quod problema geometrmum ad alge'bmeum ‘revocatar hoo:

Substitutiones
r=aX+ a¥+ a"'Z

y=5bX +¥Y +'Z
z=cX +¢F +"Z
determinare, quae aequationes
=X Y+ Z’+23(,ul’+p3)
oleyr) = A X'+ 4V + 4,22+ 2X (VY ¥+ v'2Z)
identicas reddant, ea conditione, ut a, &, ¢ sint quantitates datae sequstioni a® - 8% - ¢*
satisfacientes. — Posito enim X = o fit a® + ' + 2= '+ Z%, ¢ (zy2) = L, F* + 4, Z%

Quaestionem mihi proposui, quomodo hoc problema extendi posset ad fumetiones
quotlibet variabilinm, et primo hoc sese praebuit problem '

Datis duabus formis quadraticis ¢ et 4 et lineari una X variabilium Ty .. T, alias
X, .. X,_1ita determinare, ut habeatur

p=aX'+ air +..+ a,._IX,,_1+2X(-:,X +. +¢-‘,_lx__1)
Y=bX' 4 X . by X H2X @K b dy X, )

Sed mox hoc non semper solvi posse intellexi, quum e theoramatu ill; W'elermm_
(Monatsber. 1868), quoram infra accuratior fiet mentio, non hmns qnashbet functiones qua-
draticas n' variabilium per eadem m quadrata exhiberi posse scirem. Pistolavi igitor, ¢
functiones (m — 1) variabilium, quae ex ¢ et y ponendo X = O prodeunt, in eam foriian
redigantur, quam L e. doenit ill. Weieratrass. Nec non dllqnislhones meas ad funetiones,
quas bilineares dicont, extendi. - :

Quo facilins autem sequentia intelligantur, brevi problemata et theoremata quet!am
ad transformationem duarum fanctionum lemmdl gradus pertinentia memorabo. Inter qm
primum locum obtistet ‘hoo:
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Datis duabus formis quadraticis ¢ et g variabiliom &,z ...x,, scilicet
P = Zpp,3Tp Ty, P = Zppbopa,zp,
functiones &/, &;..2', lineares earundem variabiliom et constantes ¢, ¢;..¢, ita determi-
nare, ut sit
w = 2‘!&'.’ w = zﬂaﬁ'rl:'

Saepenumero evenit, ut, coefficientibus a,y et b, realibus, forma ¢, si variabilibus
x,& . . X, reales la}ltum valores tribuas, evanescere nequeat nisi omunibus illis valoribus
simol evanescentibus. Et conservata et omissa hac conditione problema saepe tractatum
est, praesertim ab ill. Canchy (Exercitationnm mathematicarum Vol. IV, p. 140 sqq.) et
Jacobi (Diarii Crelliani V. XII, p. 1 sqq.). Totiue problématis resolutionem pendere constat
e determinatione quantitatom ¢e,..¢,, quae inveniuntar ut radices unine aequationis
nt gradus. Cujus aequationis in proprietatihus versati sunt praeter eos, guos modo
Jaudavi, imprimis viri ill. Knmmer, Borchardt, Sylvester, omves tamen ratione non habita
immutati : m, quae adhibendae snnt, si radices illae non omnes inter se differunt. Hune
casum primus perscrutatus est ill. Weierstrass, partim anne 1868 (Monatshericht 1858,
p. 207 eqq.), partim anno 1868 (ibidem 1868, p. 310 sqq.). In hac posteriori commenta-
tione generaliter in formis, quas dicunt, bilinearibus versatur disquisitio, cujus snmmam
indicare liceat, quatenus ad sequentia meliua intelligenda necessarium videtur.

Sint, ut semper in sequentibus, @ et # nnmeri indefiniti serici 1, 2, ..n, oy2,..2,
et #,¥; .+ Yn 2n variabiles, et proponantur dnse formae harum variabilinm:

P= Zap Au’ T yp = Zap Baﬁ‘ta.y,ﬂ'

Introducamus duas variabiles sive indeterminatas p, g et coosideremus systema mn
quantitatam

pdy + ¢By, pdig+ qBis, .., pdy,+ ¢Byy

pda + gBy, pdgg + qByy, .., pdy,+ qBy,

pAn + 4B, pdAyg+ qByg, .., pdy,+qBy, .
cujus determinans per [P, 0] significemus, neque identice, i. e. pro valoribus arbitrariis ipsa-
rum p et g, evanescers supponamus. Ejus determinantis quilibet factor linearis sit (ap +
bg), cujus potestates lts, I'te, {"ta ., neve his altiores deinceps metiantur 1. ipsum de-
terminans [P, @), 2. omnia ejus determinantia partialia (n —1)#, 3. determinantia partialia
(u-—2)“ .. gradus, et sit P primus numerorum 4, I', &' . ., cujus valor evanescat. Quibus
positis erit

l(r] =0, l{"-"l)=0,I ‘e Z(n)=0
i>r>r,.. =" V>o
Jam posito :
I—l'=¢el'—0l'=¢¥,.., I(’_l)=e[r_1),

i : (r—1).
erunt (ap + bq)", (ap + bq)“', .oy (ap + bg)° divisores elementarii determinantis
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[P, 0] ad divicorem primi gradus (ap -+ dg) pertinentes. Eodem modo reliquos factores
lineares tractantes habebimus systema

(@ + 6:9)%, (ayp+ b,9)%, - ., (@p + b,) (+o+. . +e,=n)
omnium divisorum elementarioram ipeius [P, Q], et valebit duplex theorewa:

Ut formae P (z,2,.. 2,983 --%s), O (®,%5.. 2|31, -.ys) per easdem substi-
tutiones formae z,=3, 'Q'uy ""’W Y= k‘, oY
(designantibus etiam ipsis y, d numeros indeterminatos seriei 1, 2, .. n) transformari pos-
sint in P’ (2,2, .. &0 |¥1¥s-- ¥n), O (2,75 .. 2,|¥1%s - - ¥'n), neque determinanti [P, 0]
neque [P, O] identice ev te, est et sufficit, determinantia illa eosdem habere
divisores elementarios.

Primae ejus theorematis partis demoustratio satis obvia est; ad secundam proban-
dam singulari quadam opus est transformatione, quam in §° 2. commentationis laudatae
proposuit ill. Weierstrass, et quae hoo theoremate continetur:

Delectis numeris g, & talibug, ut determinans formae gP <+ A non evanescat, ef
quantitatibus @y, &,; a5, 8,5 .. 4, b, ita determinatis, ut sit goy + &by =1, ga, + &b,
=1, .., ga,+ kb, = 1, n functiones lineares variabilium z,, .. z,, scilicet

X0 X1 o Xie,—1)

X0 X1 - - Xy (ep—1)

et totidem functiones
Yio i1 o« Yi(e =1

. . .

Yoo Yo - - Yo (e—1)
variabiliom g, ¥, .. @, inveniuntur tales, ut, posito geveraliter
EY=XpNhg—n+XuYig-+. .+ Xu_1Te
(X% V=0,
functiones P, Q@ in has redeant formas:

e -
P =3 (@& YD, — X ¥e, -1l

0 = 316 (%, Y, + 9 (5 Vg 1)

Adnoto, quod 1 ¢. § 4 demonstratar, quoties £ et Q simul in formam
P=aXY +a,X,V,+..+a,X, Y,
Q=bX Y, +5XY,+..+ X7,
redigi possint, bane transformationem per methodum § 2 obtineri posse.
Ex his prorsus similia derivantar theoremata de formis P et () secundi gradus
variabilium &2y .. 2.



Quoties igitur de trapsformatione simultanea duarum formarnm quadraticarum aunt
bilinearium agitar, ante omnia determinantis ipsi [£, (] respondentis divisores elementarii
investigandi sunt. Quod sequentibus fiet, ubi transformandae proponuntur formae hilineares,
que e P, ( nasonntur eliminando singulas variabiles x et ¥ ope aequationum linearinm

@& + ay¥y+ ..+ ayx, =0
by by . lhy =0

Proponimus ergo

Problema I

Datae gint functiones bilineares variabilium 2,2, ..2,; %1%+ ¥a
P=2x, Aup.r“yp, Q=3 Bz, 8
una enm linearibus
X=23a,x, F= ALY
jungantur functioni X aline &, ;.. ), 1 ipsarum 2, .., et functioni ¥ aline y,
f, o Y—1 lpumm Py Yy tales, ut X', . 7, g et Yyl . Yp—1 sint inter se in-
dentes; ‘exhibeantur P et ( ut functlones P (X2 x| VY o) et
14 (X.t’,. 1| Yoy .. ¥u—1), ® quibns ponendo X =0, lr'-“ 0
Py Ty 1| ¥se Yae) & 0 (B T 110 a )
oriaptar: quaeritur, ut dmsores elementarii determinantis [P", ("] indagentur.

Quos divisores elementarios ab electione variabilium &, .. 2, _ 13 ¥, .- ¥ — 1 minime
pendere, quum ex ipsa divisorum determinatione, tum e theoremate primo, quod memoravi,
bune in modum sequitur. Designantibus enim X&', .., _; nec mims X2’ ..2", _q
fanctiones lineares inter se independentes vanshlllum T,y .. Xy, priores illae per posterio-
res has (et vice versa) exhiberi possunt; unde posito X =0 2, .., _y functiones lineares
ipsaram 2", ..a", _1 erunt, et simili modo y, ..y, _q ipsarum y";..y"n__;. Quodsi
P”("’J."""Jn—l‘y'l"y,n—l) et Q"(r’l..x',._lly'l..y',..,l) per 1”1..&‘",,,._1; y"l..
#"n —1 exhibere volumus, valores illi variabilium ' et » substituendi sunt. Per ejusmodi
substitionem divisores elementarii mutationem non subeunt. Quibus inventis functionibus
P, Q" transformatio illa singularis, quam exposuimus, adhibenda erit. Sed propter licentiam
in delizendis fanctionibms 2,2 .. 13 ¥1¥5--¥w-—1 haec nova transformatio com
anteriori illa, qua £, @ in P', 0" mutabantor, in unam redit et habemus

Problema IL

Variabiles o', .. 2, _ 13 ¥,..¥n—1 ita determinare, ut functiones #", (" sponte
forma illa normali gaudeant, nec non ipsas formas P, @ per X, ¥ et novas illas variabiles
exhibere (omnibus signis cam iis, quae in problemate primo adhibitae sunt, convenientibus).

Resolutis his duobus problematis, quae quodammodo wnum constituunt, similes quae-
stiones de formis quadraticis variabilium &, 2, .., una solutae erunt. . Jam illa aggrediamur.



§2
De lemmatis quibusdam ad transformationem simultaneam funetiomum
R = “"nﬁ Cﬂﬁ Lo y’, 1)
x = zﬂ al! “‘ﬂ 2)
Y=2Zb9, 3)
spectantibus.
Si functiones propositae R, X, ¥ per substitiones
Ty = 3 hyy 4
Y= Zgkgay'ss 5)
in quibus indices y,d ut &, # valores 1,2,,.n induant, transeunt in
R =3,0,7,y, )
X'=34d,7, T
Y =2V:90 8)

tum systems (n + 1) guantitatum
C11Cy..Crady
Cg Cy..C, ag
e e e e 9)
CuCpg. . Cpyay
by b’y ..b'y O
ex his tribus:
Byy hgy .l O
big hag . . by O
L S 10)
A1 hon . By O ’
00 ..0 1
(€11 Cr3.. Cramy
€21 C2. . Cyy a9
S 11)
Co1 Cug. - Con 8
by by ..b, O |

bikig. ka0
kgy kog . . bz, O

L R 4 12)
by kng - Fgs O
0 0 ..0 1
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eodem modo compositum est, quo genersliter systemata co¥fficientiom in substitionibus linea-
ribus componuntar. ’ ,

Cujus thoorematis breviasima haec nobis videtar demonstratio. Designando per z no-
vam quandam variabilem, derivataa fuuctionis £’ 4 zX' secundum 2, ..2, sumptae
una com ¥, ut fanctiones variabilivm g, 7 .. %),z consideratae, systema illud cofficientum
9) suppeditant. Habemus vero
2-,—!-,-: =Z_k B—P
3.1:',, SR B,

8 X 83X
A Eu*uy ﬁ; '

o

B(Pa-;;:}() = I hgy S(Pa-::X) +0.¥(r=12..n)
(P + 2X)

3z,
Quibus aequationibus si adjungimns sequentes (n + 1):
(P +:2X)

8z,
¥ =Zpby yp+ 0.2,

et proinde

Y = X,0. +1.7.

=3 Cpp g + @y

deinde has:
Yp= Egk”;f,r+ 0.z
z =30.¢y;+ 1.2,
veritas theorematis enunciati elucet.

Per notissima theoremata de determinantibus ex iis, quae exposuimus, sequitur, quod-
via determinans partiale (m -+ 1)% gradus ex elementis 9) formatum aequale esse smmmae
productorum ternorum factornm, scilicet determinantium partialiom ejusdem gradus e syste-
matis 10), 11), 12) ea ratione formataram, ut

series hori les ex 10) ptae respondeant serieb. horiz. ex 9) sumptis,
n n n 11) n n n vertie. ” 10) » ,
n n » 12) n n n vertic. n 11) n
denique  , verticales , 12) » ” . .

Sed ob singularem systematum 10), 12) indolem evenit, ut permulta determinantia
partislia ex his formata identice (gine respectn valorum % et k) evanescant, alia in determi-
nantia inferioris gradus ex elementis 4 et % formata redeant. Cujus rei quo commodiug
rationem habeam, omnia determinantia partialia ejusdem (m + 1)# gradus ex elementis 9),
11) in quatuor genera distribuo, primo generi attribuens ea, quae quum a4, 4;..a,, tum
by b, ..b, continent, linearia quidem utrinsque systematis, seoundo generi ea, quae a quan-
titatibus @,, non ab ipsis &, pendent, tertio ea, quae non ab ipsis a,, sed a by pendent,
guorto ea, quae neque quantitas @, neque B4 continent. His positis facile est intellectu,
quodvis determinans partiale (m + 1)% gradus et primi generis aequari prod
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rum ex terdis factoribus, quorum primus et tertius sint determinantia partilia m® gndu
e systematis

kg Byg - - Ay
hoy hag . . A 13)
"‘nl bng o o Byg
hir Frg - ki
'*21 kgg . kﬂn

o U O 14)
A'nl ‘knﬂ .. klﬂl

secundus vero factor determinang (m + 1)& gradus et primi genmerie ex 11),- et guidem
omnia haec determinantia systematis 11) ducta esse in bina determinantia systematum 13),
14) non identice evanescentia. Similia valent de determinantibus secundi, tertii, quarti ge-
neris, ea solum mutatione, ut gradus determinantinm ex 13) et 14) vel alteruter vel uterque
unitate majores sint.

Hae observationes, praesertim quatenus ad determinantia primi generis spectant, postea
utilitatem nohis afferent.

§ 3.
Lemmatum praecedentium usus ad solvendum problema L

Jam in formulis §' praecedentis ponamuys

Caﬁ = PAaﬂ + an.ﬁ 15)

R =pP+qQ, 16)
depignantibus P et Q easdem functiones atqne in §*1. Omnia determinantia partialia syste-
matis 11) functiones integrae homogeneae variabilium p, ¢ evadent. Ex iis, quae modo expo-
suimus sequitur, quemvia divisorem communem omnizm horum determinantiom gradus generis-
que ad libitum sumpti etiam omnia determinantia ejusdem gradus generisque ex elementis 9)
formata metiri, Quodsi determinentia H = Z - &, by .. hyy, et K=k, ky..ky,
non evanescunt, etiam vice versa variabiles &, ' ut funetiones ipsarum x, y per formulas
ipsis 4) et b) similes oxhibere licet, et similes valent consequentine. Hinc habemus

Theorema.
Maximug divisor communis ompinm determinentium certi cujusdam gradus generisque,
quae ex systemate (n -+ 1)* elementorum
pAy + gBiy, . 241 + ¢B1a oy
pAu1 + ¢Byy, .- y DA + ana,“u
& yeey by 0
o#
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formari possunt, non mutatur, st formae P = X4 432,95 @ = Zop BuypZayp X = Zpa,2,
¥ = Z4b4y, per easdem substitutiones 4), 5), quarum determinantia non t, trans-
formantar.

Jam ut problems primum solvamus, substitiones illas ita determinemus, ut fiat

X =adpylhed=0.,d, 1=0d,=1
YV=y,iet;=0.,_1=00¥,=1,
quod infinite multie-modis diversis fieri potest salva conditione, ut substitionum determi-
nantia non evanescant; ceterum notationes in problemate primo adhibitas servemus, adjecta
bac pro forma, quam adjunctam formae (pP + ¢Q) dicunt:
Py + 9By, .oy pdin+ 9B o
17) = - . - .
pAq + 9B, - ., pdpy+ gBy, oy
b, by, 0
Determinans ipsum et determinantia partialis primi generis e schemate 9) formanda, quae
non identice evanescunt, in determinantia partialia systematis
pdn + qBy, cor PA Gy By
H . ¥
pAda 1+ 9¢Bu_n1 o PAa a0+ B u—_nw—1
cujus determinans per [P, Q"] significandum est, redeunt. Praesertim invenimus formulam:
18) [F, @]=—HKT,
in qua etiamnunc H, K determinantia systematum 13), 14) denotant. Solutio igitur proble-
matis I baec est.

Theerema.

Determinans [P", Q"] formae (pP” - ¢Q") practer factorem constantem convenit
cum determinanti 7' (17). Si (ap + bqj divisorem aliquem linearem functionis 7' denotat,
quam non identice ev in sequentibus supponemus, si ejus divisoris lie, I'a I"ta |
potestates ex ordine metiuntur ipsum 7' et ejus determinentia partialia primi generis et
A%, 7’8, . gradus, si porre I(r} primus numerorum Z, I, !". . evanescit, denique si ponitur

’ e=l—f‘,e’=l"-—1",..,G(rﬁ:l):l(r—l),
divisores elementarii ipsias [P”, Q"] ad (ap + bg) pertinentes erant:

(r—1)
(ap +59)°, (op +59)", .., (ap+5g)° .
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§ 4.
Yaria lemmata ad solvendum problema IL.

Quamvis divisores elementarii functionis [P", Q"] per sola determinantia partialia
primi generis ex elementis 11) determinati sint, tamen in solvenda quaestione secunda
etiam determinantibus reliquornm generum utemur, de quibus hoe viget theorema:

Per quem divisorem maximum omnia determinantia partialia (m + 1)¢ gradus ge-
nerisque primi dividi possunt, idem divisor etiam cetera determinantia ejusdem gradus
metietar.

Hujus theorematis demonstrationem tantummedo pro m = (» — 1) proponam, et hoe
quidem, ne nimium signorum numerum introducere cogar; principium vero demonstrationis
idem manet pro religuis numeri m valoribus. Praeterea ad tempus quantitates a,, 5 omnes
a cifra diversas supponam. Ponatur

Ty= — 55— = — 19)
af pTaA,,ﬂ g 98,
» .
Va = 3“, 20)
. 8T
U= 53, 21)
pdy +¢Byy, - ., pdy, + By,
§= ) : , 22)

pdny + qBuy,y - oy Py + qBuy

ubi in differentiando quantitates A,s, B, @,, s tamquam variabiles a se invicem inde-
pendentes spectentur. Omnes bhae quantitates erunt determinantia n»% gradus, et quidem
deinceps primi, tertii, secundi, quarti generis. Si determinans T secundum elementa seriei
horizontalis ate ordinatur, coéfficientes singulorum elementorum erunt 7y, Tyg, . Top, Fo
et habebimus aequationes notissimas: .

T=3(pdy+qBp) Ty +a,V,

0 =3 (pdys+ qBup) Topt+ag V, (¢ Za).
Quarum aequationum posterior docet, etiam fuuctionem ¥, per quemvis divisorem omninm
T4 dividi posse, deinde prior idem de functione T' valere probat. Simili modo theorema,
quatenus ad fonetiones U, respicit, comprobatur. Nec non inde perspicitur, differentiando
functionem T secundum variabiles p et ¢, necessario 7 > 7' esse, quod supra memoratum
est. Ut intelligamus denique, etiam S per illum divisorem dividi posse, respicimus aequa-
tionem ex eodem fonte haustam

Sﬁ Uﬂ (ps‘fﬂ’ =+ 9"8«.8} +a, §=0,
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Bestat, ut hypothesin illam, quantitatom a,, &, nullam evanescere, tollamus. Quod
facillime fit introducendo loco variabilium z,, y, alias 2/, 3’4 per substitutiones formae 4,6.
Cobfficientes barnm substitutionum ita eligere licet, ut in formis transformatis X', ¥’ con-
ditioni illi satisfiat. Divisores communes determinantium 7,5, Vo, Uy, § (scilicet singulo-
rum generum) per hujusmodi trapsformationes mutationem non subire scimus; quod igitur
de formis transformatis demonstratum est, idem etiam de primitivis viget. Celerum facile
perspicitur, per substituti multo mious generales idem impetrari posse, velut, si a, non
evanescat, ponendo &, = &) + b &y .. F by oty Ty =2, . ., Ty=a.

Per similem transformationem etiam effici potest, ut pro r =1, 2,.. (n — 1) deter-

minantia primil generis 7'("), ‘quae e 7' obtinentur primis r seriecbus et horizontalibus et
verticalibus omittendis, cum ipso T' divisores communes unon habeant, gui non omnia deter-
minantia respective eorundem graduum metiantur. Quod statim sequitur ex iis, quae sub
finem § 2 diximus, cobfficientes %, et gy primo indeterminatos fingendo et postes ita
determinando, ut functiones quaedam non identice evanescentes etiam pro valoribus deter-
minatis quantitatom k,,,, et k“ non evanescanf. Quum in hae, tum in antecedenti trans-
formatione, &i d,5 = Az, Bop = By,, a, = b, est, etiam k,, = k,, ponere licet, ita ut
inter cotfficientes functionum transformatatum eaedem intercedant rvelationes. Generaliter
bac transformatione non opus erit; sin secus, hoc quoque loco particulares adbiberi possunt
substitutiones, omnine earum similes, quibus ill. Weierstrass sub finem § 2 commentationis
citatae usns est,

§ b.
Problema IT solvitur.

Sint g, & numeri quicunque (integri, si vis) ejusmodi, ut loco p, ¢ positi functioni
T valorem non evamescentem tribuant, ¢', &' alii aequationi

gk —hg =1

satisfacientes. Ope substitationis

o 23) p=39—g, g=sh—¥
24) P+ 9By =5 (gAyp+ ABg) — (§ A+ KBp) = 5,5 — by
25) PP+ gQ=3p— vy
26) mp +hg=s—go,

siguidem, quod licet, ga, + &by =1 supponimus. T, T, ¥, Uy, S in fonetiones integras
variabilis ‘# abeunt graduum n—1, »—2, n—1, n — 1, n, pro guibus nova signa intro-
ducamns non necesse est. In fanetione 7' terminas in "~ | ductus re vera aderit, reliquae

fanctiones inferioris quam assignati gradus esse possunt. Divisores vero elementarii ipsius
T abeunt in
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(‘ - :l)G., (' - c’)l,. Y] (‘ - °¢)‘ﬂ
ubi summa

gtet..+e _=a—1
Ut fanctiones @, ¥ in formam ulterioribus transformationibue commodam redigamus,
resolvimus (n + 1) aequationes:

Ep(m-p—ﬁn_a]?lp=’§:i“% (ea=12..n)

= bp . ¥y = Y B
et quidem multiplicando per 7,5, U, et addendo, unde fit:
7 8 8 U, :
n=3% (5l —g)t 7 h 2)
ex fisdem aequationibus omnes variabiles g, eliminando prodit:
= Bp By
u_:,,v(s b 8wﬂ)-»sr. 28)

Simili “ratiocinio obtinentur aequationes:

Tn} By dyp «
.‘L‘a—-zﬁ T ( _B};_B—w)+ TX 29)
- e By
0 =3.7, (s B T )+ SX. 30)

Ex his aequationibus oolligiturﬁ

T Bp B By B

By a8 (Bp Bp By By Zs e
=305y, =T (s 5 By, Oz, ag,,)"‘”ﬂ T oy,

oy Tap ( By Bp By By Vo oy
V= ZTa gy, =3 (s or, By, Oz, ay,) X% T oz,

T, dp B By 9 sUg 8 K]
= 80 Bp Bp Oy dy it Ya By
9+ Y=Ia r( Bz, by; o, m,)"‘y‘# 7 By, VAT Bz, OV

Ope aequationum 28), 30) dextra hujus aequationis pars duplici modo transformari
potest, scilicet:

SU 8" Ve Bl]} Uﬂ 3'1’ Ve oy
Y3 Byy TN T B, PT By, TN T Ma—?xr "
’ s g sV, 9 g
_..YE},TBy + X3, — B.z+TXY'

Ut formulam 31) secundum potestates descendentes variabilis evolvamus, sit

T, . —1 —2 '
St b =F(E - halng)=s" Fi+s R+ 3
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=Hiny. .t = Hylgg-mp) + s~ "Hy(gy ..o + ..

84) ?
p—T"iEp-G(El B = G (B B e G (E B+
35) Lg,- —Cs +C' +..
His signis adhibitis fit ex 31) et 32)
5.3 |8,
" qp_Fl(Bm 5|5 az Z )+ cxy
by  Bp|Bp 2y Be 3 3
B (5 s o 5 ) + ¥ou( gy ) + Xm(gh 5 ) + ox¥

Ad evolutionem vero functionum F, @, H secundum potestates descendentes ipsius s nos
perducet discerptio harum functionum fractarum in fractiones simplices, quae hic sequenti
modo peragi potest.

Sit, ut.supra, 7" geterminans id, quod ¢ T oritur sublatis ( — 1) primis serie-
bus horizontalibus et verticalibus, (—1)“+‘3 T:,:._ H id, in quo praeterea series horizontalis
aia, vertiealis f% omissae sunt, simili modo determinentar ¥{" 1), U:g"_ D Sie<r
Ti;_” et Vf,r_lj =0, sinf=<r, T,(,;_l) et Uf;""” =0 ponantur. Inter has functiones
praeter alias hae intercedunt relationes e determinantium theoria notae:

T Tuyp—TuTp=TT,
ToTy— T Ty=TTy
TuVe—TaV, =7V,
T'oy V'y — T’y Pla= T'P",

TuUsg—TUy=TU,
T'g:.l U'ﬂ - T’Iﬂ U’l =7 U”ﬂ

o quibus sequuntur hae:

e |
=

TaTiy , T'aT'y
o T
T T! T' Tll

T]p Ul + T'Qﬁ q'g
TT rT

I

+..

37) +..

S e

Il

+..
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Hine posito X=Th)&+Tgkh+..+ T,k
X' = Tholka+ ..+ Thy b
SRR 38
Y=Tyn+Tan+..+ Ty [ 38)
Y= Toang+..+ Thgn,
e e e e e ey J
nanciscimur 1y "N F it
_ XY X'y Xy
P *77r Y77+
_RY Y vy
H= o +———T, 7 +"—T,,—T',‘,,—+.. C 39)
U Xl v Yﬂ UII Xl"
G —T Tr + Tl Tu Trl Tm +ee .

Jam sit (s — ¢) quilibet factor linearis fanctionis T et (s — e,_) 4 ytue jn gerie divi-
sorum elementariorum ad (s — ¢) pertinentium. Si functiones T(' 1), T(') per altiores
ipsius (s — ¢) potestates quam resp. 1%~ Diam, ®ham dividi non possunt, ponere licet

X «
Tl e A T
7@ g )
V_F‘:‘ﬁ—;f—, =6—e) TI5 Y, 6—c)
plr=D e . ¢ 40)
i
Ui*—l) C1e® v
Wﬁ—?h—)‘=(s—q) ' C6—e),

designantibus X, ,, ¥;, functiones lineares homogeneas variabiliom Z,, g,, quarum cosffi-
eientes praeter factorem Yo, rationaliter e datis cotfficientibus @up, Bug, Ga, bp et radice
71

c), formantur; idem de constantibus D,,,, C,, valet; denique ipsum C, rationaliter per eas-
dem quantitates exprimitar. Multiplicando fit e formulis 40)
X(I) Y(t)
T(‘ -1 T(') =
(x—1) y(x)
Uz X #tvr—e
ot S, —_ 2 =012 ..),
T(,_]) T(,,} z,uv C Xl..u (s—cy) (s, » ? L2 & ).
I,,(x—l) ¥®
.T(x——lj T{x)

4+ —e
S,uv x}.,u YAv (3 - 0),) A

=3,0,%, 66—t T4
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.Harum evolutionum retitemns polestates vegativas formulae (s —e,), ot eodem
mode pro omnibus numeri 4 valoribue (1, 2,.. ¢) procedimus; invenimus secundum 34), 39):

F=3, ( 3X,, Y,,(s—c;)‘“""’i)
H=13 (ED;,. Vu(s—af't ") + By gy o0 [ G2 <e,

¢ =3 (20, Kpl—a " 7%) + 6, .5 )

sive ponendo
(xi. Y].);‘- = 2Xiy th
41) (DY), = 32D, Y, y(p+v=5k—1)
(CL X)), = 30y, X,
(X 7)), X Yo, —1 (X, 1)1 )
F=23 i A .. —_—
*NG=a) T T T =
‘ DY), m,yY), (D, ¥y)y
S H=H,+3 Ld 4 .. --————)
) o i (‘“"‘ﬂ -+ (S—G)_)' + + (3__01)11
6=6,+ 3 (€1 X)), . (€, YY), —1 . (€ X)) )
° (s—ey) (s—ep)® T (s—e)%

Ceterum ex foruiulis 28), 30) facile sequitur
By B9y _
Ho( By ) =CY

8z,
G,,(%;’i.. ’3.%) = cx,

constanti C' eadem manente atque in 35).

Ex formulis 36) nunc sequitur:

g =35, (X, ¥;), + CXY
43) '
v=30 @), + 3, (KT, -1+ XD, V), + Y (6, X), )+ CXY.

et:
P=30,(%, 7)), —h3((X, Ty 1+ XD, Y)), + VIO, X)), )+ (FC—AC)XY
Q=HBE ), + 93KV, 1+ XD, Y, + Y(G X, J+(~gC+gC) XY

ubi in fanetionibus X;,, ¥,, substituendum est

3

= Sy‘, 8.1:
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Formulae 44) problema nostrum resolvunt; nam posito X = 0, ¥ =0 it
P= 2‘ a (Xl YI\J“' — kE‘(X‘ Y‘) ‘1._ 1

Q= I 6 (X, 1)), + 935(X, ¥e —1,
unde 2 (n— 1) variabiles Xyq.. Xl(,l -1 Y.+ Yl(‘l -1

T D Y

Xeo-Kote,—1 Yoo u:Yoie, —1)

pro quaesitis &'y..a2° _1; ¥1..% n—1 sumi possunt.

Si ei conditioni, cujus in formulis 40) usus est factus, ut functiones 7, 7'",..cum
T divisorem communem pon habeant, qui non idem omnia determinantia partialia respective
n¥, (n—1)%,,, gradus metiatur, non satisfit, ex iis, quae in fine §'4. diximus, scimus,
functiones transformatas inveniri posse, quae postulato satisfaciant; quae guum in formam 44)
redactae erunt, nihil nisi expressiones functionum X, ,, ¥), mutandum erit, ut ipsae P, Q
eodem modo exhibitae sint.

Fractiones simplices ad ejusmodi divisorem (s — ¢) pertinentes, qui functionem §°
non metitur, etiam alia via determinari possunt. Per ejusmodi divisorem nén omnia T,‘,
dividi poterunt, ut ex theoremate §'4 sequitar. Hine wnus divisor elementarius (s — ;)"
invenietar ad radicem ¢ pertinens. Formula demonstratn facilis

STy — VU = T8 4p

sive Ty V.U, 8.5
T =718 T8

erdueit ad S V.0, ZU38 S
P =2 010 “q}s—-——-—-—-ﬁ 878 +5¢3_§E’1c55.

Ponamus igitur

2:’;%"" = (5"—'01, T ‘;‘v Ylv('_ci.)y
0
UL —}¢
2B —(s—g) '3 X ls—o)" 45
VTS 4 pr e + )

- —4je o0
V_'%_ = (s—¢) 102:“ CM(S—-L‘;_)M
In vicinia igitur valoris ¢, evolutiones functionum F, H, & hae sunt:
F=3X), %, (s—c)*T" 7%
H=3C, Y, (s—e)* " 720 (mr=013.. = 46)

6=3C, X, (s—e)) *T7T%
unde proceditar ut supra. Haec methodus magis quam prior symmetrica est respectn varia-
bilium, sed non eadem generalitate gaudet.
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Sub finem adjuogo transformationem, quae tum adhibenda est, quom I neque
com %I: neque cum S divisorem habet communem. Omnium evolutionum 45) primi atai::mm
termini retinendi sunt. Si igitar T"), §;, P, Uy valores significant fonetionum B S,
¥ o Uy pro s = ¢, et si statuimus
. Uy Vo
it 47) X, = sp VS T, Ep Y, = ‘,'S—fr,-'hu

¢=3 X, V,+CXY
],— I,— A=12..n—1),
Y= SaX Y+ X3, z Y+ Y5 X, +CXY

P=30XY,—4 :IV - (XY, + YX,) + (§ C— 4C) XY

48)
VS*

Q =2‘,‘5,‘X,' Y*+y21 -T',-;(XYA‘!‘ I’XA}'F(—Q"C'-PyC‘)XK

§ 6.
De formis quadraticis.
Ex datis duabus formis P et © secandi gradus variabilinm 2, 2y .. &, formentur
. functiones bilineares
1 39

P= 23-2— fany, = Zup Aug Ta Y

19) 1 80
Q= 3}:‘2—‘3739,3 = X, Bog Ta 4,

unde sequitur:

. 1 8y
A= 4= g Bz b2,
50)
Bo_p _1_¥o
= Tpe =3 B, 01,
porro functioni X=23,a,2,
jungator Y = 33 a5 yp-

Propter symmetriam systematis
pdp +gBy, . ., pdia+¢By, a4y

3
pdy+ 98By, . -, Ana'.'_qu ay
ay . ay 0
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uﬁjus determinans ést T, erit etiam
Tep = Tpar Tup=Tlgy, . .
vV,=U,, V, =10

PP

Hine quantitates Y;_” caedem functiones variabilivm g, = ﬂig-gjg)_
3

sunt, ac Xix fl{ncl,iune
variabilium §, = ﬂg%—;ﬂ, et idem valet, ui illas ut functiones ipsarum y,, has ipsa-
ram x, spectamus. Praeterea in formulis 40) erit l)l'u = Cip- Posito igitnr yg = ag fit
P= _l(al(x,lxi}ﬁ - &(X,_XA),AM_ 1) — EkXEI(C,’X,_)ej + W C—AC)XX
0= 3, (XX, + 9 (X X)), 1) + X Z(CX,),, + (— g€+ gC) XX,

Si coéfficientes formarom P, O, X reales sunt, et P ea gaudet proprietate, at,
variabilibus realibus 2, 2y .., per aequationem X = O inter se dependentibus, evanescere
non possit, nisi sit @, =0, 2, =0, .., &, =0, per eadem ratiocinia, quibus usus est ill.
Weierstrass (§ 5, F L ¢.) invenitur, omnes divisores elementarios quuam reales tum primi

51)

gradus esse.

Sub finem observo, similes methodos adhiberi posse ei casui, ubi praeter duas
functiones ¥ et © secundi gradus dantur s functiones lineares inter se independentes:
X=ax +ar,+.. +a,r,
X' =a\a + dyay + .. + a2,

X(m—l) — a‘(m—l)‘rl+a’(m—l) EL"_U

X+ .. + Ty
Posito enim X = 0, X' = 0, .., X{m—1} = 0 variabiles x, ..z, per (n—m) novas ex-
hiberi possunt, quarum P et Q functiones evadent. Determinatio autem divisorum elementa-

riorum pendebit e determinanti

(m—1)
pdy + ¢By, ., pAy + qBiy ay .. ap
. . © o)
¢ pAny By, .. pAny+ qBun 0y 0y
a; . ay 0..0
g™l &Y 0.0
1 n

et ejus determinantibus partialibus. Ulteriorem jus observationis evolutionem alii occasioni
Teservo.
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Quum maximam hujus dissertationis partem scripsissem, obvenit mihi commentatio
nova ill. Kronecker (Ueber Schaaren von quadratischen Formen, Berl. Monateberichte 1874,
p. 1 f)), qua vir sagacissimus transformationi illi singulari Weierstrassianae, quae in hae
dissertatione saepissime commemorata est, novam lucem affert et similem transformationem
extare docet, etiamsi determinans [P, Q] identice evanescat. Hujus commentationis in nostra
disquisitione rationem haberi nondum potuisse, valde lugemus.

THESES.

I
Ad theoriam transformationis duarum formarnm secundi gradus stabiliendam me-
thodi ill. Jacobi et Cauchy non sufficiunt.

1L
Optima theorematis , fandamentalis,. algebyaici. .demonstratie existimanda  est. Giang

e atest. L.

Notiones calenli differentialis facillime intelliguntur ab eo, qui theoriam functionum
rationalium satis intellixit.

N. atus sum, Ludoviens Stickelberger, anno 1850, in vico Buch pagi Scafusiensis patre Emmanuel,
matre Maria Julia Elisabeth e gente Courvoisier, quos adhuc superstites maximeé veneror. Fidei addictus
sum reformatae. Postquam primis literarum elementis imbutus sum, per tres annos privatim a patre prae-
sertim lingua latina et mathesi dootus sum, et eo provectus, ut, quum anno 1863 gymuasinm Scafusiense
adilssem, anno 1867 maturitatia testimonio munitus inde prodirem. Aestatem ejusdem anni domi P
Deinde per tria semestria Heidelbergae disserentes audivi viros illustrissimos Bunsen, du Bois-Reymond,
F. Eisenlohr, Helmboltz, Hesse, Kirchhoff, Kopp, Leenhard, Liiroth, Weber. Postea per septem semeatria

Berolini interfui scholis Mustrisai Harms, Helmholtz, Kr ker, Enmmer, ’l‘hnn‘;h, ‘Weierstrass, nes
minug per tres annos seminario, quod dicnnt, math ico, cuimod ur celeberrimi Kummer et Welerstrilse.
Quibus omnibus viris, optime de me meritis, imprimis fllnstrissimis K kcer, Kummer, Wei , qUOrum

benevolentise moltum debeo, gratias maximas ago.



