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Tro zweiten Theil der Gauss'schen Abhandlung , Beitrage zor Theorie der algebraischen
Gleichungen® {Gauss Werke, herausgegeben von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften
zu Gottingen, Bd. lI1.), in dem eine zur numerischen Berechmung der veellen Wurzeln einer drei-
gliedrigen algebraischen Gleichung beliebigen Grades di de Methode entwickelt wird, findet sich
in der Einleitung folgende Bemerkung:

oI der That lasst sich jede, gleichviel ob reelle oder imaginive, Wurzel einer Gleichung
mit drei Gliedern durch eine convergente Reihe von einfachem Fortschreitungsgesetz ausdriicken.
Teh werde jedoch diese Aufldsungsart aus mehreren Griinden von meiner gegenwiirtigen Be-
trachtung ganz ausschliessen, und bemerke hier nur, dass der Grad der Convergenz von dem
gegenseitigen Verhalten der Coefficienten abhingig, dass sie desto langsamer ist, je niher
dies Verhalten demjenigen kommt, bei welchem die Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat,
und dass in diesem Grenzfalle selbst sie schwicher ist, als bei irgend welcher fallenden
geometrischen Progression.”

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, das hier von Gauss angedeutete auszufiihren.
Dabei werden sich die von ihm aufgestellten Behauptungen in jhrem vollen Umfange bestiitigen.

1.

Es seien m und = zwei beliehige ganze positive Zahlen, und es werde durch die trino-
mische Gleichung

1) A fat—g =0
die Grisse z als eine algebraische Function der beiden Verinderlichen f und g definirt.

Wir nehmen zundchst an, ¢ sei von Null verschieden. Dann kénnen wir die gegebene

Gleichung durch die Substitution .
= g.ﬂl -+ n v,
1

wo g"+" einen beliebigen der mbglichen Werthe und v eine meue Variahele bedeutet, auf die
Form bringen
n
gvm+” +fgm+n0" —g = 0’
oder

an

2) o“"+"+fg_"‘+“o"—l=0,



m 1
wobei unter g ™+" die — mte Potenz des fiir g™+ " gewihlten Werthes zu verstehen ist.
Nun setzen wir zur Abkirzung .

1w
m+n fg =t
Dann goht die vorstehende Gleichung in eine andere iiber:
3) o™ ()t —1 =0,

in welcher nur noch eine unabhingige Verinderliche ¢ vorkommt.
Die Wurzeln der Gleichung

omEr 1 =0,
welche man hieraus erhilt, indem man ¢ = O setzt, sind simmtlich von einander verschieden.
Daher lassen sich die m + » Wurzeln » der Gleichung 3) fiir alle in einer gewissen Umgebung
des Nullpunktes gelegenen Werthe von ¢ durch eben so viel von einander verschiedene nach
ganzen positiven Potenzen von ¢ fortschreitende Reihen darstellen. Wir wollen zunichst nur die-
jenige Wurzel der Gleichung 3), welche fir ¢ = 0 den Werth 1 erwirbt, nach Potenzen von ¢
entwickeln. Es wird sich spiter zeigen, dass dies die einzige Reihenentwicklung ist, die wir
iberhaupt vorzunehmen haben, da mit Hiilfe der Reihe, die wir erhalten werden, nicht nur die
brigen Wurzeln der Gleichung 38), sondern aumch simmtliche Wurzeln der urspriinglichen
Gleichung 1) bei beliebigen Werthen von 7 und g ausgedriickt werden konnen.
Wir setzen nun
v=1+w
und ktnnen dann die Aufgabe, welche wir uns stellen, auch folgendermassen fassen:
Diejenige Wurzel w der Gleichung

4) A+wf "+ m+a)t(l+w)—1=0,
oder
e(m-i-a)lng (14w} + (m+ n)te log (1+4w) __ 1=0,
welche gleichzeitiz mit ¢ verschwindet, nach ganzen positiven Potenzen von ¢ zu entwickeln,

In dieser Form hat die Aufgabe einen Sinn, nicht nur wenn m und =, wie bisher, ganze
positive Zahlen, sondern auch, wenn sie beliebige complexe Grossen bezeichnen. Man muss nur
m + n von Null verschieden annehmen und bestimmen, dass (1 + w)™+% und (1 + w)* die
Entwickelungen nach dem binomischen Lehrsatz bedeuten sollen; denn versteht man unter m und
irgend zwei Grissen, deren Summe von Null verschieden ist, ferner unter w cine beliebige Grosse,
deren absoluter Betrag ¢ 1 ist, und setzt in Gleichung 4) fir (1 4+ w)™ ™" und (1 4+ w)" die
Entwickelungen nach dem binomischen Lehrsatz ein, so verwandelt sich deren linke Seite in eine
convergirende Potenzreihe von w und ¢, ohne constantes Glied. Der Coefficient von ' wird
gleich m + n, also von Null verschieden. Durch die Forderung, dass die Summe der Reihe
Null sein und w gleichzeitig mit ¢ verschwinden soll, wird daher s als eine analytische Funetion
von ¢ definirt, welche fiir alle Werthe von ¢, deren absoluter Betrag unterhalb einer gewissen
Grenze liegt, eindeutig ist, und in eine convergente nach ganzen positiven Potenzen von ¢ fort-
schreitende Reihe entwickelt werden kann.
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Da durch die angegebene Erweiterung unseres Problems keine wesentlichen Complicationen
entstehen, so beschiftigen wir uns gleich mit der allgemeineren Aufgabe:

Unter der Voraussetzung, dass m und n belichige complexe Grissen sind, deren Summe
von Null verschieden ist, und dass (1 + )™ +" und (1 + w)" die durch Entwickelung
nach dem binomischen Lehrsatz entstehenden Potenzreihen von w bedeuten, die Wurzel w
der Gleichung 4), welche mit ¢ gleichzeitig verschwindet, in eine Potenzreihe vom ¢ zu
entwickeln.

Durch vollstindige Differentiation der Gleichung 4) nach ¢ ergiebt sich

(m + n) (1+w)"‘+"_1%:+(m+»].n.{l+w]""1@t+(m+n)(1+w)"‘—0

oder
5) (l+w)’”—+nadd—':+l+w_.0
eine Gleichung, der man, vorausgesetzt, dass m + 1 nicht Null ist, auch die Form geben kann
1 i+ 1 d_
6) m+1dc(1+"’) +ssd+1+w_u.

Aus dieser Gleichung kann eine Recursionsformel zur Berechnung der Coefficienten der
Entwickelung von w nach Potenzen von ¢ hergeleitet werden, Sei zu dem Ende

oo
] w=3 b,

s=1
wo by, by ...die zu bestimmenden Coefficienten bedeuten. Man hat dann, wenn x eine beliebige
ganze positive Zahl bedeutet:

9) 2 ¢ C
‘_I
[

wo C die Summe der mit ibren Permutationszahlen multiplicirten Combinationen der xten Classe

P
zur Summe ¢ aus den beliebig oft wiederholbaren Elementen b,, &, ... bezeichnet.

Ferner ist

- m+ 1
(1+w)’“+1=2(’" )w"

x=0 *
und in Folge von 8)

(1+w)"‘+1*1+§ E(’”"‘l)f C

9) —1+§z‘i("‘+1) C}1

1*
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Indem man diese Entwickelung und die Reihe 7) in Gleichung 6) einfiihrt, und die
Coefficienten der successiven Potenzen von ¢ gleich Null setzt, erhilt man zunichst

by=—1
und daon zur Bestimmung der ﬁb'rigen Coefficienten b folgende Recursionsformel:

10) :+1 (m+I

i+1 . .
m+1 « ) Cp+mb,-+b,-=[)fﬂra=1.

Nun ist, welches auch die Bedeutung der Grossen &, b, . . . sein moge, folgende Gleichung
eine Identitit:

%(m:—?)""lo E(m+1)‘+10 5 2‘:(m+1) (\"

e=1

i—1 . "
-+ bl,zl(m:- 1)! ]C:-l-... -+ b‘xz:l (m:- I)IC}J+ bf{-i'

Zunichst sicht man nimlich, dass B, ; auf beiden Seiten mit demselben Coefficienten
maltiplicirt ist. Ferner ist, wenn x eine beliehige ganze positive Zahl > 1 und =< ¢ + 1 be-
zeichnet, die allgemeinste Form einer Combination der xten Classe zur Summe ¢ + 1 aus den
gegebenen Elementen diese:

11

v gk Ay
by By v

WO Ay Ay ... A3y g - - . gy gADZe positive Zahlen = 1 bedenten, welche die folgenden drei
Bedingungen erfiillen:

y Cpy Con Cpp (i1,
W+l +ig+... .+ =nx
dypy +lypy+ . g =1+ 1.

Diese Combination hat aber auf der linken Seite der Gleichung 11) den Coefficienten

(m-i—?) x!

x SRR

und auf der rechten Seite den folgenden:

m + 1 #! m+ 1 (x— 1)! m + 1 (x— 1)1

( x )2.,11,!...1,1 +(.—1)(11f1nz,ﬁ.71,_!+(x—1)1,!(z-1]t Tt

m+ 1 (e — 1)1 _ (m+1).m. {m——l] ( m—zx+3)

+(=- 1)1.1:1,!...(1,—1): = FRFAR (m—xt 24 2yt Ak 4 1)
_ m+2) x!
=" ) e

80 dass Gleichung 11) in der That bei beliebigen Werthen der & identisch erfiillt wird.
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Aechnlich ergiebt sich die Richtigkeit folgender Gleichung:

i+1 .
9 i+l > +2
("0 C=

x=1 P

—1

b,é(‘" 1y C + 2&,2 (™1 HC;+....

==1

12)

1 1 %
+ib; gl(m -:— 1) C,, + G+ 1)6.-+1l,

denn der Coefficient von 5; ist wieder beiderseits derselbe, und die Combination
Bt gL b
[ N

(m : 2) Wt a:;!. ]

hat links den Coefficienten

und rechts den folgenden:

m—+2 m+ 1 fx—1)1 fm4+1 (x—1)! (41 (x—1D1 )}
Tr 11"'(2_.1)(1—1Ju,' 1,'+""{=~ Ja.,m, DLt toeter s—i)i;'l".t,!..u,—u".s

m+2 fm+1 (x— 1)1 m =+ 2 x!
=f+1(~ﬂ1) 3.,!1,!71;'!“(‘1“‘1"*’""""'“""1'”'):( )1,11,;..1,.! .
Indem man Gleichung 11) von 12) abzieht, erhalt man

i+l i+1 i l=id
> (") - C — 2361(1m+241—ﬂ—1) 2 ("’"“) * OP€ + m+ 1) by

x=1 *

Diesen Werth setzen wir in die Recursionsformel 10) ein und erhalten dadurch
i i+1—1
R . 1 . w1y I
13) (e+1)b‘~+1:-ab‘-(m+1)—;_-;_—1213bi(3m+21.—n—1) El( " ) A .

Nun ist fir 4 ¢ 1 wieder nach Gleichung 10)
i+1—a X )
1 1) 1=l 1 .
5 2 (mx ) Cp=_iwl+1 bia fri —md + 1),
a=1
und fir 4 =<

G-

Durch Benutzung dieser beiden Gleichungen vereinfacht sich die Formel 13) und nimmt
folgende Gestalt an:

14) (4 Dby = b [im—n+1) — 2] + E UmtR—i—Di—md+1), 5
= i—ai+1
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Man kann dieser Gleichung eine mehr symmetrische Form geben, indem man 4 mit i—i
vertauscht und die so entstehende Gleichung addirt. So ergiebt sich

15) @+ 1)6;+1 =b,[|(m—n+1)—2]

41 by b e . . . -
2 AT 1; l-—;.+ 5 {mnd (i—2) (i4+2) + (m—n) [((— ' +20+i] — 46—+ —i—2].

Aus diesen Formeln ergeben sich fiir die ersten Coefficienten & ive folgende Werthe:
bhh=—1

by=— 3 m—n—1)
16) b, =— 5, (2m'— bmn + 2n'— 3m + Ba + 1)

b, -»—-w(ﬁm — 26min + 26ma’ — 6n® — 11m' + 26mn — 112" + 6m — 6n— 1)

Diese Groesen sind ganze Functionen von m und m, welche sich nicht &ndern, wenn man
m mit —» vnd n mit — m vertauscht. Dies gilt ganz allgemein. Aus den entwickelten Aus-
driicken von &, b,, &y, &, und der Recursionsformel 15) leitet man sogleich folgendes Resultat ab:
Der Coefficient &y, wo ¢ eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, ist
eine ganze Function von m und », welche sich nicht dndert, wenn man m
mit —n, n» mit —m vertauscht. Diese ganze Function ist von der <ten

Dimension und auch in Bezug auf jede der Grdssen m, n vom iten Grade.

Indem man in Gleichung 14)
im+2—i—1. Am+1)
1—d+1 1—A+1

umformt,” erblt man

G4 1) byyy = b; i n—n + 1) — 2] + (m + 1) 2‘, Abi—nait 1

Timavr b
17) i
— 3 i—nd 4 18 by,
i=1
oder

(G 1)1 by g =41 b5 (m—n-+1)—2] + (m+1) E % Wby (=) b,

i—1

2 Ty Y (-—1}1 mi—nd+1).4 by G— ) by,

und erkennt hieraus, dass alle Coefficienten der ganzen Function (¢ + 1)!&;, ; ganze Zahlen sind.
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Wir hatten vorhin den Fall m = — 1 ausgeschlossen. Es ist aber leicht zu sehen, dass
die Formeln 14 — 18 auch fiir diesen Fall giltig bleiben. Die Gleichung 5) geht namlich in
folgende iiber:

dw dw
_di—+"=(1 +W) E -+ (1 +‘W)I=0,
oder
dw 1 d
G rertg [0+o]+ 0+ =0
Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von w die Reihe
==}
'
w = Z bat"
=1
ein, so erhdlt man & = — 1 und zur Bestimmung der iibrigen Coefficienten ' sofort die Re-
cursionsformel
i—1 i—1
(+ 1) By + nibi+ i >, by by + 28+ 2 b b_, =0,
=1 A=1
oder
P42
G+ Db =—mi+DE—"F=3 54,
i=1

Dieselbe Formel erhilt man, wenn man in Formel 17) m durch — 1, 3, durch b; ersetzt
und beriicksichtigt, dass
i—1 . i—1
S ik 1) 8y by =" 23 b6,
i=1 =1
ist. Daher entstehen in der That die Coefficienten &' aus den Coefficienten & mit gleichem Index,
indem man einfach m = — 1 setzt.

3.

Die durch die Formeln 16) gegebenen Ausdriicke der ersten Coefficienten & lassen moch
kein independentes Bildungsgesetz dieser Grissen erkemnen. Man kommt jedoch auf ein solches,
wenn man versucht, die rechten Seiten der Gleichungen 16) in ihre Primfactoren aufzuldsen.

Man erhiilt nimlich:

bI =—1,
1
by=—5m—n—1),
19) 6.=—3—11(2m—*n—1}(‘m—2n—1},

by=—3 (Bm —n—1)2m—2n—1) (n—3n—1),

T T S T T T
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Diese Formeln im Verein mit den entwickelten allgemeinen Eigemschaften der Coefficienten
& geben zu der Vermuthung Anlass, dass allgemein, wenn ¢ eine ganze positive Zahl bedeutet,
i—1
20) b= —% [1 [im—1—2(m+n)
=1
sein werde.
Versucht man nun dieses Resultat aus den gefundenen Recursionsformeln zu beweisen, so
stosst man aus dem Grande auf Schwierigkeiten, weil man a priori keine einfache algebraische
Operation aogeben kann, mittelst deren man das Product

—‘._'_L!H[(£+l)m——1——l(m+n)]

aus den Grossen
x—1

—éfl [km—1—2m+n)] x=23,...9
=1

ableiten kdnnte. Wir benutzen daher zum Beweise der Formel 20) ein independentes Verfahren,
welches mit den vorstehenden recursorischen Entwickelungen in keinem Zusammenhange steht.

Die Gleichung 4) geht durch die Substitutionen

1
__t _ Wt
t—m+ﬂ, l4+w=(1+w) N
wo ¢ eine nene unabhingige, w' eine neue abbingige Variabele bedeutet, und unter
1
1+ w)m+n

die durch Entwickelung nach dem binomischen Lehrsatz entstehende Reihe zu verstehen ist,
iiber in

£
14w+ (1 +wft?—1=0.
Hierans folgt

w
21 £=- =
1+ w)m+n
Wir bezeichnen nun die rechte Seite dieser Gleichung, welche in eine Potenzreihe von
der Form
—w' + WP (w)
entwickelt werden kann, zur Abkiirzung mit ¢ (w'). Diejenige Wurzel w' der Gleichung 21),
welche mit ¢ gleichzeitig verschwindet, wird dann nach einem hekannten Satze dargestellt durch

die Reihe
S5 !
w = lgl T [9' (w')_ljw._1 et

wo [ (w)™%] ;—1 den Coefficienten von w1 in der Entwickelung von ¢ (w)~* bezeichnet.
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Noch allgemeiner ist, wenn p eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet,
= 21 LJ. [‘p (wl)—ilw"l“ .t

wo [ip )y ~*] ;—p den Coefficienten von «'—# in der Entwickelung von ¢ (w)—% bezeichnet.

Nun ist
h—t = [ o ()4 C-DH atoe
Lo (w1 —u = [0 ¢ () 2] i = ) [dﬂ" — 1+ w)m+n o
I e o 2 in in
T (A—w)! m+n(m+nm1) et (m+n —Aitu 1)

An
=(—1nt [Jn_-rl";],
A—p

in
w-"—z(—l)" —'[m+-nl th,

i=p W

folglich

Diese Reiben setzen wir in die Entwickelung

oo 1
1+w:1+2 m+ﬂJw'F‘
p=1 1 p

ein und erhalten dann, indem wir nach Potenzen von ¢ ordnen,

J 1 in
1+wﬁ1+2 "2 m+n] (— 1) i-{m_wrn].

i=1 =1 [

=
Nun ist
i 1 in ; A in )
(—l)‘z—. m+n]-|,ﬂ_nJ= (1) . [m+n l].[m+-nJ
u=1 p i—py PO S U e i—p
in 4+ 1 1
- = [Fee -t
1 (m+n) [m_‘rjl J’
folglich .
oo : in+
_ (=1 — 1] 4
1+w—1+§1£—-—-—(m+,‘] m-::l [

Indem wir nun ¢ durch (m 4+ n)¢ ersetzen, ergiebt sich

et ) i—1 (in+1 .
1+m=1+2(—1)‘(-’”—+—’9-—-I g 1):‘,
i=1 v i—1



also
oyt [y =
5;‘:"("1}"”%—[7“-!-»1 J——Tn[—m—-l+l[m+a)]
i—
i—1
29) 5,-:—-'.]—!11;[1[1'm—l—1{m+n)]

tibereinstimmend mit Gleichung 20).

4.

Noch einfacher als die Reihe fiir w gestaltet sich die Entwickelung von log (1 + w) nach
Potenzen von ¢, welche wir jetzt herstellen wollen.

Aus Gleichung 5) folgt
%[(l+w)"‘+nt]=—~(1+w],

23) d log (1 + w) - 1 .
dt (1 + w)™ + nt

Hieraus ergiebt sich durch nochmalige Differentiation nach ¢
dw
m—1 &
@ log (1+w) _ m(l+ )™ o+

a [+ &)™ + ne)
__(dlog(1+w)) [ 1+ }mdlog'(1+w) “]_

Nun ist nach 23)

1
1+ wf™=—nt— W-ﬁ’
de
also
dlog (1 +w) _ rdlog (1 +whr d log (1 + w)
s ( dt ) [t =2 —mtn]
d*log (1 + w)
i o dlog (1+w)
- (dlog(1+w))‘ =mat— g tm—=a
di
Die Integration dieser Gleichung liefert
1
24) W]T‘:)=(m—ﬂ)t+ mn[alog(l+w}_flug(1+w)dt]+C,
dt

wo C eine von ¢ unabhiingige Constante bedeutet.






