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Einleitung.

In der Anzeige der zweiten Auflage der Dirichlet’schen Vorlesungen iiber
Zahlentheorie, sowie in einer anderen vor nicht langer Zeit verdffentlichten Arbeit®)
hat Herr Dedekind auf eine scheinbar merkwiirdige und singulére Eigenschaft der-
jenigen Gattung ganzer algebraischer Zahlen aufmerksam gemacht, welche durch
die irreductible cubische Gleichung:

. ... .. . . Fe)=a—a—2e—8=0

definirt wird. Denkt man sich nimlich die Gleichung gebildet, welcher irgend eine
Zahl dieser Gattung gentigt, und berechnet die Discriminante derselben, so ist diese,
ausser durch die Discriminante des durch F(a) = 0 definirten »Korpers« (um in
der Dedekind’schen Terminologie zu bleiben), in jedem Falle noch durch die
Primzahl 2 theilbar.

Dieses Resultat erwihnt Herr Professor Kronecker in seiner Festschrift™)
und figt hinzn, er selbst habe ein &hnliches Beispiel bei seiner ersten Beschiftigung
mit der Theorie der complexen Zahlen bei den dreizehnten Wurzeln der Einheit
gefunden. — Auf diese Stelle seiner Schrift machte mich mein verehrter Lehrer,
Herr Kronecker, aufmerksam, und veranlasste mich, die in der Theorie der drei-
zehnten Einheitswurzeln auftretenden Gattungen algebraischer Zablen auf das Vor-

. DR Dedekind: Ueber den Zusammenhang zwischen der Theorie dor Tdeale und der
Theorie der hoheren Congruenzen. Abhandlungen der konigl. Gesellschaft *der Wi haften zu
Gattingen XXTII, 8.30. Ich muse mich darauf beschrinken, an dieser Stelle suf diese interessanten
Abhandlungen des Herrn Dedekind zu verweisen, indem ich mir vorbehalte, an einer anderen Stelle
niher auf ihren Tohalt einzugehen, '

*) Grundsbge einer arithmetischen Theorio der slgebraischen Grissen. Festachrift zu Herrn
Kummer’s Doctorjubilium,
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kommen solcher sausserwesentlichen« Theiler zu untersuchen, da die von ihm zu
demselben Zwecke friiher angestellten Rechnungen sich nicht mehr auffinden liessen.

Die kleine von mir durchgefihrte Rechnung ergab nun als Resultat den fol-
genden Satz:

Bezeichnet man mit &, &, &5, & die vier dreigliedrigen Perioden der drei-
zehnten Wurzeln der Einheit, und mit w; = w; & - ugeg - ugeg + uyeq
irgend eine aus diesen und den unbestimmten ganzzahligen Cosfficienten
Uy, tg, 43, uy gebildete ganze algebraische Zahl, so ist die Discriminante
derjenigen Gleichung, welcher w; gentigt, dividirt durch eine gewisse
Potenz von 13, eine primitive ganze ganzzahlige Form der Unbestimmten u,
welche aber fiir alle ganzzahligen Werthe von ;... u, durch die Prim-
zahl 3 theilbar ist*).
Die eigenthtimlickie Form, in der sich dieses einzelne Resultat darstellte, regte
mich an, dieselbe Frage in der folgenden allgemeineren Fassung zu untersuchen:
Wie mues eine Primzahl » von der Form 8u—+1 oder 4p—+1 be-
schaffen sein, damit die Discriminanten aller derjenigen Gleichungen,
B) welchen eine aus den u-gliedrigen Perioden der »ten Einheitswurzeln ge-
bildete ganze algebraische Zahl geniigt, stets durch eine der Zahlen 2, 3
oder 4 theilbar sind?

Die beiden in dieser Frage enthaltenen Aufgaben konnten mit Hillfe der
bekannten Gleichungen vollstindig gelost werden, denen die Resolventen der cubi-
schen und biguadratischen Periodengleichungen geniigen; und man gelangte so zu
der Erkenntnies, dass das Vorkommen derartiger Theiler, wenigstens in den hier
betrachteten Fillen, ein sehr haufiges und dass es an bestimmte leicht angebbare
Eigenschaften der betreffenden Primzahlen v gekntipft ist.

‘Wollte ‘man die bis dahin erlangten Resultate noch weiter verallgemeinern,
8o lag es nahe, nun diejenigen Gattungen ganzer algebraischer Zahlen zu unter-
suchen, welche durch die u-gliedrigen Perioden der vten Wurzeln der Einheit
definirt sind, wenn » eine beliebige Primzahl und u irgend einen Divisor von
»—1 bedeutet. Jedoch einmal stellten sich der Entscheidung der analogen hier
suftretenden Fragen stets zunehmende Schwierigkeiten entgegen, andererseits liess
sich voraussehen, dass sich die auf diesem Wege erlangten einzelnen Resultate nur
schwer unter einem allgemeinen Gesichtspunkte wiirden zusammenfassen lassen.

A)

*) Da dieser Satz in den sogleich zu erwihnenden weiteren Resul als ein specieller Fall
enthalten ist, so schien es Gberfiissig, die zu seiner Begﬂlndung fihrenden speciellen Rechnungen noch
besonders anzufihren.
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Bei genauerer Untersuchung gelang es dann mit Hiilfe eines einfachen Kunst-
griffes einen Satz zn beweisen, der die erwihnte Frage zum Theil entachied, indem
er ein sehr allgemeines und im einzelnen Falle leicht festzustellendes Merkmal solcher
ausserwesentlichen Theiler simmtlicher Discriminanten einer Gattung hervortreten
liess. Dieser Satz lisst sich folgendermaassen aussprechen:

Es sei v=2Au—+1 eine beliebige Primzahl. Ist dann g¢* die niedrigste
Potenz einer Primzahl ¢, welche modulo v zum Exponenten p gehdrt, so

C) wird ¢* in allen Gleichungsdiscriminanten der durch die gu-gliedrigen
Perioden der vten Einheitswurzeln constituirten Gattung enthalten sein,
wenn die Ungleichheit ¢* << 4 erfullt ist.

Dieses Resultat war in sofern ein befriedigendes, als dadurch das Auftreten
dieser ausserwesentlichen Factoren als an eine #usserst einfache und sehr hiufig
erfillte Bedingung gekniipft erwiesen wurde, wihrend das vereinzelte Vorhanden-
sein dieser Theiler nach der bisherigen Auffassung als eine Anomalie erschien,
welche aber aus dem Grunde einen storenden Einfluss auf die Theorie der hoheren
Congruenzen ausiibte, weil sie durch eine Verdnderung der definirenden Gleichung
nicht vermieden werden konnte,

Dagegen litt die zur Erreichung des angefiihrten Resultates befolgte Methode
an dem Mangel, dass durch sie das gestellte Problem, selbst fir. die Kreistheilungs-
gleichungen keinesweges erschopfend gelést wurde. Obwohl namlich der obige Satz
allerdings Bedingungen dafiir erkennen liess, dass eine Primzahl ¢ als ausser-
wesentlicher Theiler in den Discriminanten aller Gleichungen der betrachteten Gat-
tung enthalten ist, so folgte aus ihm dennoch keinesweges, dass diese Bedingungen
nothwendig erfillll sein mussten, und alle Bemithungen, diesem Mangel abzuhelfen,
blieben so lange erfolglos, als diese Erginzung auf einem Wege angestrebt wurde,
welcher dem bisher betretenen #hnlich war.

Erst dann, als ich mich, einer Anfforderung meines verehrten Lohrers folgend,
entschloss, dieselbe Frage fir einen der betreffenden Gattung angehdrigen Primtheiler
von ¢ zu untersuchen, gelang es, die gestellte Frage vollstindig und allgemein zu
losen; und merkwiirdiger Weise ergab sich aus dem erlangten Resultate, dass die
oben angegebenen Bedingungen fir das Aufireten solcher ansserwesentlichen Factoren
nicht die nothwendigen ind hinreichenden sind, sondern dass ¢ in gewissen Féllen
auch danu als bestandiger aunsserwesentlicher Theiler auftritt, wenn g* > A ist. Ausser-
dem hatte das jetzt erlangte Resultat den Vorzug, dass durch dasselbe der ganzen
Frage der Schein des Wunderbaren genommen wurde, der ihr vorher noch ange-
haftet hatte.

Um nun diese fiir die Kreistheilungsgleichungen durchgefuihrte Untersuchung
auch auf beliebige ganzzahlige Gleichungen auszudehnen, war es nothwendig, eine
gensue Untersuchung der Zahlen eines gegebenen Gattungsbereiches fiir eine be-
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liebige Primzahl vorauszuschicken, welche kein Theiler der Discriminante der be-
trachteten Grattung ist.

Der Zweck dieser Untersuchung machte es hier aber nothwendig, ¢ abge-
sechen von der soeben angegebenen Beschrdnkung villig beliebig anzunehmen. Da
aber eine reelle Primzahl im Allgemeinen fiir einen Gattungsbereich (®;) den
Charakter der Unzerlegbarkeit verliert, so musste an die Stelle der Primzabl g ein
Primdivisor derselben als Modul gesetzt werden, wenn man wieder zu einfachen
Methoden kommen wollte, ohne doch die Allgemeingtiltigkeit derselben zu beschrinken,
Diese Verinderung des Moduls war offenbar fiir das nachher abzuleitende Resultat
aus dem Grunde ganz unwesentlich, weil dort nur reelle ganze Zahlen modulo ¢ zu
untersuchen waren.

Da es ferner die Natur der zu lésenden Frage mit sich brachte, dass nicht
nur die Zahlen einer Gattung &;, sondern auch die allen conjugirten Gattungen
angehbrigen ganzen algebraischen Zahlen fir denselben Primdivisor von ¢ zu
untersuchen waren, so musste der den Betrachtungen zn Grunde gelegte Modul fiir
alle diese Gattungen unzerlegbar sein, also ¢ innerhalb der niedrigsten die Gattung
®; nebst ihren Conjugirten enthaltenden Galois’schen Gattung &*) in seine Prim-
divisoren zerlegt vorausgesetzt, und fitr einen von ihnen als Modul die Zahlen des
Gattungsbereiches (®,) untersucht werden.

Der denkbar einfachste Fall, der hier eintreten kann, ist nun offenbar der,
dass ‘die zn untersuchende Gattung ®; selbst eine Gralois’sche Gattung ist, deren
Ordnung mit n bezeichnet werden mag; denn in diesem Falle kann ¢ innerhalb
dieser (attung selbet in seine Primdivisoren zerlegt gedacht werden; ein beliebiger
von diesen Primtheilern soll g(£) genannt werden. Bekanntlich ist es dann stets
und auf unendlich viele verschiedene Arten mdglich, alle ganzen algebraischen Zahlen w
des Gattungsbereiches (®) modulo g(£), auf eine nothwendige reducirte Form zu
bringen. Fiir die weiteren Resultate ist es aber von besonderer Wichtigkeit, der
Untersuchung der Zahlen des Bereiches (@) eine ganz bestimmte reducirte Form
zu Grunde zn legen, welche hier zuniichst abzuleiten war.

‘Ea lasst sich nun zeigen, dass stets eine unter ® enthaltene Gattung I ge-
funden werden kann, innerhalb deren der Divisor ¢(£) von der Ordnung Eins ist;
ferner kann man fir ¢(£) einen 4quivalenten Divisor finden, dessen simmtliche Ele-
mente dem Gattungsbereiche (I") angehéren. Aus diesen Grinden soll I als die
Gattung des Divisors g¢(&) bezeichnet werden. Diese unter @& enthaltene

Gattung I sei von der Ordnung A und ‘es moge k = % gesetzt werden.

*) Ich halte mich hier an die Bezeichnungen der auf S. 1 citirten Kronecker’schen Arbeit.
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Sind dann die n-Zahlen:

E11y B21y oo v ey Emyd

ein belichiges Fundamentalsystem fir die Gattung @, so lassen sich aus
ihnen k Zahlen, etwa:

'Ell, §2l, s ‘.Eka]'

durch eine endliche Anzahl von Operationen so bestimmen, dass alle
Zahlen des Bereiches (&) modulo g¢(¥) betrachtet auf .eine und nur auf
eine Weise auf die Form:

@ b b (4283007
gebracht werden konnen. IHierans ergiebt sich unmittelbar, dass die An-

zahl aller moduloe ¢(¥) incongrucnten Zahlen des Gattungsbereiches (&)
gleich ¢* ist.

Eine Verallgemeinerung dieses Sutzes ist hier hervorznheben, welche sich

folgendermaassen aussprechen lisst:

E)

LV

Ist g(&) ein beliebiger Primdivisor einer reellen Primzahl ¢ und I" die
durch ihn constituirte Gattung; ist ferner ), eine ganz beliebige Gattung
algebraischer Zahlen, welche von der Ordnung %; ist, sobald die Gattung I
dem natiirlichen Rationalitétsbereiche adjungirt wird; und ist endlich die
Primzahl ¢ in den Discriminanten der Gattungen ®; und I" nicht enthal-
ten, so lassen sich stets &y Zahlen %11, rigry - ..., 7k,1 eines beliebigen
Fundamentalsystemes der Gattung ®; durch eine endliche Anzshl von
Operationen so bestimmen, dass jede zum Bereiche (®;) gehorige ganze
Zahl auf eine und nur auf eine Weise modulo ¢ (&) auf die Form:

®) w1 (’?i?’ é’:fff’f,—l)

gebracht werden kann. Also ist die Anzahl aller modulo g{&) incongru-
enten .Z.ahlen des Gattungsbereiches ®; gleich ¢*, d. h. gleich der Norm
des Divisors ¢(£) fir die Gattung @;.

Die durch diese beiden Sitze charakterisirten Zahlen £ &y .... &1 und
-+ Wi, konnen im Anschluss an die analogen Bezeichnungen der Festschrift

als Fundamentalsysteme fir die Gattungen ® und ®; und far den Modul g(&) be-

zeichnet werden.
ein solches Funda

Bei den weiteren Untersuchungen vorgelegter Gattungen soll immer
mentaleystem als gegeben vorausgesetzt werden,
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Es handelt sich nun darum, die ¢* modulo g(4) incongruenten Zahlen (a)
in geeigneter Weise zu ordnen. Hierzu fithrt zunéichst der folgende Hauptsatz,
welcher fir eine jede unter & enthaltene Gattung @, gilt.

Ist (®;) ein beliebiger, unter der Galois’schen Gattung & enthaltener
Gattungsbereich, welcher unter Adjunction der Gattung I' des Divisors

F)  q(&) von der Ordnung £ ist, so ist jede zu (@,;) gehdrige ganze algebraische
Zahl w eine Wurzel der Congruenz:

@-. . ... wh—w=o (mod g (£).

Durch dieses Resultat wird man zu einer Eintheilung der incongruenten
Zahlen des Bereiches () gefuihrt, welche in den beiden folgenden Definitionen aus-
gesprochen ist:

&) Eine Zahl w, welche Wurzel der Congruenz (2) ist, gehért modulo g(£)
zu einem Gattungsbereiche der Ordnungszahl %;.

Gentigt eine Zahl +« der Congruenz (2), und keiner niederen Congruenz

von der Form w® — w =0 mod ¢(£), so soll sie als zu einer Gattung

GY)  der Ordnungszahl %, oder als zur Ordnungszahl k fiir den betrachteten
Modul gehdrig bezeichnet werden.

Diese Bezeichnungen erhalten ihre Erklirung durch zwei Satze, welche die
charakteristische Eigenschaft aller fir einen Primdivisor zu demselben Gattungs-
bereiche oder zu derselben Gattung gehdrigen Zahlen klar hervortreten ldsst:

Jede Zahl, welche modulo g(&) zu einem Gattungsbereiche der Ordnung &
H) gehdrt, ist fir diesen Divisor die Wurzel einer gmzah]ugen Congruenz
© vom Grade #.

Gehdrt eine algebraische Zahl zur Ordnungszahl %, selbst, so ist die

definirende Congruenz des Grades & irreductibel.

Von besonderer Wichtigkeit fir das Folgende ist nun die Bestimmung der
Anzahl derjenigen incongruenten Zahlen des Bereiches (@), welche modulo ¢(&) zu
einer und derselben Ordnungszahl %, gehdren, wenn k; ein beliebiger Divisor von k&
_ist. Diese Bestimmung ist in dem Satze gegeben:
Alle zur Ordnungszahl % gehdrigen ganzen algebraischen Zahlen w, und
nur diese geniigen der ganzzahligen Congruenz:

H)

n
8 . ... W= g(w’l‘-uw)ad;o (mod ¢(5))



und ihre Anzahl ist:

. gl = D,
D dlk
wenn sich das Product und das Summenzeichen auf alle Theiler von #
bezieht®).
Auf die weitere Eintheilung der zu derselben Ordnungszahl %, gehbrigen
ganzen algebraischen Zahlen braucht hier aus dem Grunde nicht eingegangen zu
werden, weil die ans ihr abgeleiteten Resultate spiter nicht mehr verwendet werden.

Dagegen lassen sich die g(%;) incongruenten Zahlen, welche zu derselben
Ordnungszahl & gehdren, noch in einer anderen Weise zusammenfassen. Ist nAm-
lich w, irgend eine von diesen Zahlen, so geniigen die k& ganzen algebraischen
Zahlen:

5) v v e e e e ety gy e, wy Tt

modulo ¢(¥) betrachtet einer irreductiblen ganzzabligen Congruenz des k; ten Grades.
Es liegt schon aus diesem Grunde nahe, die % Zahlen (5) fiur den Modul ¢(f)
conjugirt zu nennen. Diese Benennung wird aber geradezu nothwendig durch
den nachstehenden Satz, welcher fir das Folgende von Wichtigkeit ist:

Gehort eine ganze algebraische Zahl «; zum Gattungsbereiche (@)
und sind:
I).. s s s . UWpy Woy sy Wiy
die fiir den Ratloualltﬁtsberelch I" zn wy conjugirten Zahlen, so sind diese
fur den Primdivisor ¢() den Zahlen
Ky ID . .. .. .. ‘wpw..ed?

congruent. Gehort also w; modulo g(&) zu einer beliebigen Ordnungszahl
ki, 8o sind von den Grissen I) nur die folgenden :

Ia) . © e ey, Wy LWy
incongruent, welche in der Reihe II) den Zahlen:

IIa) S T wl,wfi’...mﬁ"‘

*) Dem von Herrn Kronecker hiufig bei seinen Universititavorl benutzten Symbole

ea st der Werth 0 beizulogen, wemn dor Quotient 1 irgend welche gleichen Primfactoren enthlt, Sind

dagegen alle Primfactoren von % von einander verschieden, so ist 24 gleich + 1 oder gleich — 1, jo
nachdem die Anzahl dieser Primtheiler eine gerade oder ungerade ist.
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entsprechen, und diese genfigen, einer ganzzahligen Congruenz des kjten
Grades:

6) . . . . . . .G (w=0 mod ¢(%),
welche modulo g(&) irreductibel ist.
Jetzt konnte endlich die allgemeinste hier aufiretende Frage vollstindig be-
antwortet werden. Dieselbe ldsst sich zunichst fir eine Galois’sche Gattung so
aussprechen :
Tst ® eine beliebige Galois’sche Gattung algebraischer Zahlen, ¢ eine
reelle Primzahl, welche nicht in der Discriminante der Gattung @& ent-
L)  Thalten ist, so sollen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir angegeben werden, dass ¢ in den Discriminanten aller Gleichungen
des Bereiches (®) als ausserwesentlicher Theiler enthalten ist.

Sei nun wieder ‘g(£) ein beliebiger Primdivisor der Primzahl ¢ fir die Gat-
tung & und I" die durch ibn constituirte Gattung, es werde ferner die Ordnung
von I' durch A bezeichnet und n ==%k. gesetzt. Dann fithrt die Untersuchung der
soehen gestellten Frage zu folgenden zwei Satzen:

Die Primzahl ¢ ist dann ausserwesentlicher Theiler der Discriminanten
aller Gleichungen des Bereiches (®), wenn die Bedingung:

W =Sy

dik

K

erfallt ist.
Ist g eine reelle Primzahl, fir welche die Ungleichheit:

8 . . =gl = Dug
dik
M")  besteht, so kann man stets # reelle ganze Zahlen:
Upy UZy «veny Uy
80 bestimmen, dass die aus den Zahlen:

wy=w fn + wpbor + . .. +undnr
nebst ihren Conjugirten gebildete Discriminante durch g nicht theilbar ist.
Fasst man diese beiden Satze zusammen, so erhélt man das Resultat:
Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass eine Primzahl ¢

ausserwesentlicher Theiler aller Discriminanten der Gattung (®) ist, ist
N)  die, dase die Ungleichheit:

n=>gk)= 25, g
dik
erfullt ist.
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Etwas verwickelter wird die Lasung desselben Problemes, wenn man keine
Galois’sche, sondern eine beliebige Gaftung wter Ordnung @, fiir eine Prim-
zahl g untersucht.

In diesem Falle ist die Primzahl ¢ in derjenigen Gralois’schen Gattung &
in ihre Primdivisoren zu zerlegen, unter der die zu untersuchende Gattang @, nebst
ihren conjugirten Gattungen enthalten ist. Ein beliebiger Primdivisor von ¢ s'ei
dann ¢(&), und [ die durch ihn constituirte Gattung. Dann denke man sich die
Gattung I” dem natiirlichen Rationalititsbereiche adjungirt und untersuche,. we:lches
die Ordnung ist, auf die sich die v einzelnen zu @, conjugirten Gattungen in diesem
crweiterten Bereiche (1, I') reduciren. Es seien nun:

A’l"‘!, Aik‘iv canny l.ukp

die ganzen Zahlen, welche angeben, wie viele der » Gattungen @« respective von
der Ordnung:
kiy ky e by

gind. Dann lisst sich der allgemeine hier sich ergebende Satz so aussprechen:
Ist einc der g Bedingungen:

9 . . . kide> gk = Deag (a=1.2....u)
N) dfky

crfillt, so enthalten die Discriminanten aller Gleichungen des Gattungs-
bereiches (®;) die Primzahl g als ausserwesentlichen Theiler,

Bei der soehen angegebenen Liosung dieser Frage blieb aber noch ein merk-
witrdiger Umstand unerledigt. Um die Frage zu beantworten, war nimlich die zu
untersuchende Primzahl g im Gebiete der niedrigsten @ enthaltenden Galois’schen
Gattung in ihre conjngirten Primdivisoren zerlegt und ein beliebiger unter ihnen der
Untersuchung zn Grunde gelogt worden. Das ganze Verfahren war also in Bezug
auf die einzelnen Divisoren cin unsymmetrisches, und das Resultat erschien eben-
falls in einer von der Wahl des zur Untersuchung verwendeten Primdivisors ab-
hiingigen Form.

Da diese Abbiingigkeit nur eine scheinbare sein konnte, so war hier die Auf-
forderung gegeben, die Untersuchungsmethode in der Weise umzugestalten, dass die
Unabhiingigkeit des Resultates von der Wahl des Primdivisors ins Licht gesetzt
wiirde. Diese Aufgabe wurde dadurch gelost, dase man, statt die Fundamentalform
der Gattung @ nchst ibren Conjugirten for einen Primdivisor von ¢ zu untersuchen,
die Fundamentalgleichung derselben Gattung modulo ¢ selbst betrachtete; denn ans
dem Grade der modulo g irrednetiblen Factoren der Fundamentalgleichung ergeben
sich in der That alle Criterien dafiir, ob g ein ausserwesentlicher Theiler aller Disecri-

2
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minanten von t@l) ist oder micht, Der Satz, welcher dicses Resultat ausspricht,
lasst sich so formuliren:

Um zu entscheiden, ob eine reelle Primzahl ¢ ausserwesentlicher Theiler
aller Discriminanten einer Gattung ®; ist, denke man sich ihre Funda-
mentalgleichung modulo ¢ in irrcductible Factoren zerlegt. — Geben als-
dann die Zahlen:

Ay Agy ovnny k.ﬂ
an, wie viele dieser Factoren beziehungsweise yom Grade

kls k‘h e kﬂ

sind, so hat die Primzahl ¢ dann und nur dann die angegebene Eigen-
schaft, wenn eine der u Bedingunygen:

P)

1) S .1,>E_‘;2Wf (@=1...0
Ak
erfiillt ist.

Allerdings war auch jetzt fiir den Beweis die Existenz irreductibler Divisoren
von ¢ nothwendig, jedoch wurde hier von denselben keine weitere Eigenschaft, als eben
ihre Existenz, vorausgesetat.

Alle bisher erwiihnten Untersuchungen bezichen sich nur auf den Fall, dass
die betrachtete Primzabl g nicht als Theiler in der Discriminante der Gattung
enthalten ist. Indessen ist es auch denkbar, dass eine Primzahl p sowohl ein Theiler
der Gattungsdiscriminante ist, als auch noch ansserdem in den Discriminanten aller
Gleichungen von (@) als ausserwesentlicher Theiler vorkommt. Dass aber ein solcher
Fall wirklich vorkommen kann, war bis jetzt noch nicht gezeigt worden; dies ist
der Grund dafiir, dass am Schlusse dieser Arbeit ein Beispiel fir diesen Fall ange-
geben und ausgefihrt worden ist. — Nachdem man sich aber von der Existenz
solcher besonderen ausserwesentlichen Theiler {iberzeugt hat, lige es nahe, auch
diese Divisoren p in shnlicher Weise zu behandeln, wie dies fiir die Zahlen g hier
geschehen ist. Diese Untersuchungen habe ich bis jetzt noch nicht zum Abschluss
gefiihrt; ich hoffe, sie in einer sphteren Arbeit ebenfalls angeben zn kounnen.

Dagegen ist hier noch eine vollig andere Behandlung derselben Frage gegeben
worden, welche sich auf die Theorie der Divisorensysteme griindet und die den letzt-
erwiihnten Fall mit umfasst. Denkt man sich némlich die von ihren Zahlenfactoren
befreite Discriminantenform der Fundamentalgleichung einer Gattung @ gebildet, so
wird diese primitive Form dann und nur dann fir alle ganzzahligen Werthe der
Unbestimmten durch eine gegebene Primzahl g theilbar sein, wenn die Zahl g ansser-

4
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wesentlicher Theiler simmtlicher Discriminanten der zu (@) gehdrigen Gleichungen
ist. Findet man duher eine nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
eine Primzahl ¢ alle durch eine primitive Form darstellbaren ganzen Zahlen theilt,
so ist durch dieselbe auch das Problem der ausserwesentlichen Theiler erledigt.
Diese Bedingung giebt nun ein Satz, der sich so anssprechen ldsst:

Eine primitive ganzzahlige Form #(u, ... u») ist dann und nur dann for

alle ganzzahligen Werthe der Unbestimmten % ...ws» durch eine reelle

Q) Primzahl ¢ theilbar, wenn die Congruenz:
Fluy...un)=0 (modd. (g, 12 —t1, +..y I — uy))

erftillt ist.

Diesen Satz kann man auf das vorgelegte Problem anwenden und ihm hier
eine andere Form geben, welche insofern von Interesse ist, als sie erkennen lisst,
duss die Discriminante der Fundamentalgleichung, fiir ein gewisses Modulsystem be-
trachtet, dieselbe charakteristische Eigenschaft besitzt, welche sich bei der Unter-
suchung der Discriminante einer ganzzahligen Gleichung fiir eine reelle Primzahl zeigt:

Die Primzahl ¢ ist dann und nur dann ausserwesentlicher Theiler aller

Gleichungsdiscriminanten einer gegebenen Gattung ®;, wenn die’ Fun-

damentalgleichung dieser Gattung F(w; #; ... u») mit ibrer ersten nach

der Variablen w genommenen Ableitung fir das Modulsystem

(gs m®f — w1y «ory ¥ — i)

einen gemeinsamen Theiler hat,
Dieser Satz lisst sich noch erweitern und fithrt, wenn man ibn auf die
Discriminante der Fundamentalgleichung einer Gattung & anwendet, zu einem schon
in der Festschrift angedeuteten Resultate:

Bestimmt man eine reelle ganze Zahl k so, dass

K)

F=>v(r—1)

wenn v der Grad von D(u, ... us) ist, 8o enthilt die Discriminantenform D
8) _die Primzahl ¢ sicher nicht stets als ausserwesentlichen Theiler, wenn
man fir die Unbestimmten « beliebige ganze algebraische Zahlen einer
Gattung ® setzt, innerhalb deren die Primdivisoren von ¢ von der Ord-
nung % sind. Die Gattung @ kann stets als eine Gattung von Einheits-

wurzeln bestimmt werden.
Endlich gelang es noch durch Zuriickgehen auf die fritheren Betrachtungen
die niedrigste Ordnung der fir die » zu wihlenden Gattung ® aus dem Grade

der modulo g irreductiblen Factoren der Fundamentalgleichung der zu untersuchenden
Gattung ®; zu bestimmen. ‘

s.
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Da fiir die in dieser Arbeit angestellten Untersuchungen diejenige Behandlung
der Theorie der algebraischen Zahlen aus Ausgangspunkt gewihlt ist, welche Herr
Professor Kronecker in seiner Festschrift gegeben hat, so ist es erklarlich, dass
diese Schrift in sehr ausgedehntem Maasse benutzt worden ist. Jeder Einsichtige
wird mit Leichtigkeit erkennen, wie eng alle hier abgeleiteten Resultate mit jenem
Werke zusammenhiingen, und ich brauche daher hieranf nicht nither einzugehen.
Dagegen ist es mir ein inneres Bedfirfniss, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn
Professor Kronecker, meinen tiefgefihlten und aufrichtigen Dank fiir die fordernde
Anregung und die giitige Nachsicht auszusprechen, welche er mir innerhalb meiner
ganzen Studienzeit, und besonders bei dieser meiner ersten Arbeit hat angedeihen
lassen.



§ 1.

Da in den niichsten Paragraphen nur solche Gattungen algebraischer Zahlen
Lehundelt werden, welche durch Kreistheilungsgleichungen definirt sind, so soll zu-
niichst untersucht werden, in welcher Weise sich das allgemeine Problem der ausser-
wesentlichen Theiler in diesem speciellen Falle vereinfacht.

Es sei

])...........v=lp—|—l
eine belichige reelle Primzuhl, und i und g irgend zwei complementére reelle Divi-
soren von » — 1. Wird dann durch w eine primitive vte Wurzel der Einheit, durch g
cine primitive Congruenzwurzel der Primzahl v bezeichnet, so sind bekanntlich die

p-gliedrigen Perioden der rten Einheitswurzeln durch die folgenden Gleichungen
definirt :

f=u d+a
2) ..., s.,+.=2w9 (e=0,1,...,2—1)
d=1
Von den s0 bestimmten Perioden gelten dann einige bekannte Satze, welche
sich unter Benutzung der in der Festschrift gegebenen Definitionen und Bezeich-
nungen so aussprechen lasgen:
Durch die p-gliedrigen Perioden der »ten Wurzeln der Einheit wird eine
Galois’sche Gattung der Aten Ordnung constituirt, welche durch ()
I bezeichnet werden soll. Die 4 conjugirten Zahlen
€1y 8oy ouey &1
bilden ein Fundamentalsystem fir diese Gattung. Die Discriminante der
Gattung ®;(c) enthilt ausser der Primzahl » keinen Theiler.

Jede ganze algebraische Zahl des Gattungsbereiches ®(s) wird also durch
die Linearform:

) Wi = U8 - ugky 4 ... e
dargestellt, wenn den Coefficienten 4 gewisse ganzzahlige Werthe beigelegt werden.



—_— 14 -

Die zu w; conjugiiten Zahlen sind dann fiir diesclben Werthe der Unbestimmten «
durch die Formen:

p=i
4 .. . .. w,.=2uﬂen+ﬂ*1 (a=12,...,4)

p=1

gegeben. Denkt man sich nun die Discriminante D(u ... u;) der i conjugirten
Linearformen (4) gebildet, setzt man also:

5 . . . D(u...up= [](w, — wp), (0f=1,2 ..., &)

a%ﬁ

so erhilt man eine ganze ganzzahlige Form der 2 unbestinmten Gréssen w, welche
nur eine gewisse von Herrn Netto (Journal f. Mathematik, Bd. 90, S. 164 flgde.)
nither bestimmte Potenz der Primzahl » als gemeinsamen Theiler aller Coefficienten
enthalt (vgl. Kronecker, Festschrift, § 25). Legt man aber den Grossen « unab-
hiingig von einander alle moglichen ganzzahligen Werthe bei, so wird man in ()
die Discriminanten aller derjenigen Gleichungen erhalten, welche cine ganze alge-
braische Zahl des Gattungsbereiches [®;(¢)] definiren. Kann man also nachweisen,
dass die durch die Gleichung (5) definirte Form D(u) fir beliebige ganzzahlige
Werthe der Unbestimmten durch eine von » verschiedene Primzahl ¢ theilbar ist,
8o ist diese Primzahl ausserwesentlicher Theiler aller Gleichungsdiscriminanten des
Gattungsbereiches [@;(2)], und umgekehrt kann eine Primzahl diese letzte Eigen-
schaft nicht haben, wenn sie nicht fiir alle ganzzahligen Werthe der Gréssen u in
der Form (5) als Divisor enthalten ist.

In den nichsten Paragraphen sollen nun fiir gewisse durch Einheitswurzeln

constitunirte Gattungsbereiche die Formen (5) gebildet, und fitr die Primzahlen 2 und 3
als Moduln untersucht werden,

§ 2

Die niichste Aufgabe, die hier erledigt werden soll, ldsst sich folgendermassen
aussprechen : ' .
Sei v eine beliebige Primzahl von der Form 3¢ -+ 1, und ®3(¢) die durch
die p-gliedrigen Perioden &, &, & der vten Einheitswurzeln constituirte
Galois’sche Gatiung, so sollen die gemeinsamen ausserwesentlichen
Theiler aller Gleichungsdiscriminanten dieser Gattung gefunden werden.

m
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Dicse Anfgabe ligst sich mit verhiltnissmissiger Leichtigkeit losen, wenn
man die Lagrange’schen Resolvanten der cubischen Periodengleichung, 7} und T}
in die Rechnung einfithrt.

Bedeutet nitmlich o ecine dritte, o eine primitive vte Wurzel der Einheit,
und setzt man:

k=r—1 k=v—1
N ....~5Ih= E'?hm.:- o, Ty= E'thd.k Wk
k=1 k=1

so bestehen die von Jacoby gefundenen Gleichungen :

5!]—‘_ &g + &5 =—1
P & 4-vpep + ples=T
[ o+ 0%+ g =T

Denkt man sich ferner die Primzahl » im Gebiete der dritten Wurzeln der
Einheit in ihre conjugirten priméren Primfactoren zerlegt und sei:

D ..o r=(e+380) (e + 8807,
so hestehen fiir die Resolvanten 7) und T, die weiteren Gleichungen:
9 . . .. TP=r(e+380), T8 = v(ax 4+ 3502).

Werden wieder mit:
Uy Uy Uy

die unbestimmten Coéfficienten der linearen Fundamentalform fiir die Gattung ®3(s)
hezeichnet und werden die Grissen '

Tpy, V15 Vo
als Functionen der » durch die Gleichungen:
5“1"*" Uy -+ uz =1
5 .. . ... u + 0?us + pug =
E u+ gup + QPug =1y

definirt, so erhilt man aus 2) und 5) die folgenden Ausdriicke fiir die drei conju-
girten Fundamentalformen der Gattung ®g(e):

(B =8(n et umntumeg)=—n+ 0T} + vTy
6) ;3“’2:3('“193+w583—|—u351)=—v0+92v1T1+ pva Ty
3wa=3(“151*i—u261+u353)==__1,-0_|_ on T ‘f‘Qg”‘aTr.n

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich fiir die Quadratwurzel sus der im vorigen
Paragraphen mit D (u;, ug, u3) bezeichneten Form:

n - 94wy, ug, up) = (o — 0?) (0% T)® — w3 T43).
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Diese Gleichung verwandelt sich durch Benutzung der Relationen 4)
und 5) in:
8) . . .. Ay, ug, ug) = — v(ady + ),
wo die Formen 4, und 4 durch die Gleichungen:

Ay = (1, — ug) (ug — ug) (ug — 1)

9 T Ay = Z(uk — Buaud+1) + Guy uy us (n=1, 2, 3)
[

bestimmt sind.

Die Form 8) soll nun zunéchst fiir die Primzahl 2 als Modul untersucht
werden, wenn den Unbestimmten beliebige ganzzahlige Werthe beigelegt werden.

Hier zeigt sich zunichst, dass die Form .4 fiir alle ganzzahligen Werthe
der Grossen » durch 2.theilbar ist, da sie in diesem Falle gleich dem Producte aller
Differenzen dreier ganzen Zahlen ist, und von ihnen mindestens zwei einander nach dem
Modul 2 congruent sein miissen. Dagegen ist in diesem Falle die Form 43 nicht
immer durch 2 theilbar. Nach dem Fermat’schen Satze besteht hier niimlich far
jede der Grdssen  die Congruenz:

Ui = tha (mod 2) (=1, 2, 8).
Hierdurch reducirt sich die Form 45, und man erhélt aus 8) und 9) folgende
Congruenz, welche fiir alle ganzzahligen Werthe der Gréssen » besteht:

10) . . . d(musug) =B Z(%a + ta vat1) (mod 2) (ea=1,2,3).

Da nun der eingeklammerte Ausdruck nicht fiir alle ganzzahligen Werthe der
Unbestimmten verschwindet, (was man leicht crkennt, wenn man z. B. w =1,
ug=1ug =0 getzt), so ist dic rechte Scite von 10) dann und nur dann stets durch
2 theilbar, wenn die Bedingung:

11 . . . . .00 .. 8=0 (mod 2)

erfullt ist. Nach den im vorigen Paragraphen gemachten Auscinandersetzungen ist
also die Congruenz 11) aunch die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass die Zahl 2 ausserwesentlicher Theiler aller Discriminanten der Gattung @ (=) ist.

Diesem Resultate kann man nun noch eine etwas elegantere Form gehen:
Bekanntlich lisst sich das Vierfache jeder Primzahl » = 8u + 1 auf eine und nur
auf eine Weise anf die Form bringen:

12) -« . w . .. . . . Av=A24 2TB?

und zwar ergiebt sich diese Darstellung von 4r aus der vorher angegebenen Zer-
legung von v in geine primiren Primfactoren, indem man setat:

13 .. .. ... A=2a—38 B=24.
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Mithin besteht fir den Modul 2 die Congruenz:
A=B=§ (mod 2).

Ist also 2 durch 2 theilbar, so sind es auch A und B; und man erhilt, in-
dem man die Gleichung 12) durch 4 dividirt, und -";=A1, g = By setzt, far »
selbat eine &hnliche Darstellung :

149 . . . .. ... v=424 27T B3

wo A, und By wieder ganze Zahlen bedeuten. Ist dagegen # nicht durch 2 theilbar,
so sind es auch 4 und B nicht, und es ist dann nicht méoglith, » selbst in der Form
(14) darzustellen,

Verbindet man dieses Resultat mit dem vorher erlangten Criterium fiir die
Zahl 2, so kann man das erste Ergebniss dieser Untersuchung folgendermassen aus-
sprechen : ’
Ist v =3u + 1 eine reelle Primzahl, so ist die Zahl 2 dann und nur
dann ausserwesentlicher Theiler simmilicher Discriminanten der Gattung
®3(s), wenn sich » in der Form:

v = A? 4 27 B?

gonzzahlig darstellen lisst. Dagegen ist dies nicht der Fall, wenn die an-
gegebene Darstellung erst fiir 4v moglich ist.
Jetzt soll die Discriminantenform:

1IN

15) “ e e a e e d(w)=—-v(ud1+ﬂdg)
fir den Modul 3 untersucht werden. In diesem Falle folgt aus 10):
dy = 1wy + ug + ug (mod 3).
Also ist:

16) —A@)=o (m —u) (w3 — ug) (g — w) + f (w1 + wy +us) (mod 3).
Hier kann man, wie man sich leicht fiberzeugt, u;, g, ug stets so wahlen,

dass ./(w) nicht durch 3 theilbar wird. Wir wollen aber jetzt die weitere Frage
stellen, unter welcher Bedingung ./(w) stets durch 3 theilbar wird, wenn die ganz-

zahligen Coefficienten noch der Bedingung:
m . ... .. cutuug=ez=0 (mod 8)

unterworfen werden. Da nimlich nur 3 modulo 3 incongruente ganze Zahlen
existiren, 80 wird ; dann und nur dann nicht durch 3 theilbar sein, wenn die
Zahlen uy us ug respective den Zahlen 0, 1, 2 congruent gesetzt werden; da aber in
diesem Falle:

4wy +u =0 (mod 3)
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ist, so streitet diese Festsetzung mit der Bedingung (17). Nimmt man also diese
hinzu, so ist 4, stets durch 3 theilbar, und man erhilt:
dw)=2:ff (mod 3),

wo jetzt ¢ den Werth = 1 hat, also nicht durch 3 theilbar ist. In diesem Falle
ist also 4(w) dann und nur dann durch 3 theilbar, wenn die Bedingung:

8 .. ........8=0 (mod 3)
erfillt ist. — Da endlich die Gleichung besteht :
19) . . oL w w4y = — (1 + up + ug),

so darf wegen 17) in diesem Falle auch wy —+ wp; + wy durch 3 nicht theilbar sein.
Das erlangte Resultat l#sst sich also so aussprechen:
Ist v=238u —+ 1 eine beliebige reelle Primzahl, so enthalten unter der
Voraussetzung : :
wy w4 wy Z 0 (mod 3)
V) alle Gleichungsdiscriminanten der Gattung ®y(e) die Zahl 3 dann und nur
dann als ausserwesentlicher Theiler, wenn 8= 0 mod 3 ist, oder wenn bei

der Darstellung .

v= A2+ 27 B?
B durch 3 theilbar ist.

Da sich endlich mit Hitllfe des in der Einleitung unter (Q) angegebenen
allgemeinen Satzes ergiebt, dass die cubische Form 4 (u; us ug) nicht fiir alle ganz-
zahligen Werthe der » durch eine Primzahl ¢ theilbar sein kann, sobald g grisser
als 3 ist, so ist durch die beiden Satze (III) und (IV) das Problem (II) vollstdndig

gelost.

§ 3.

Die jetzt zu losende Aufgabe fuhrt zu einer der im vorigen Paragraphen an-
gegebenen analogen Behandlung des Falles » = 4p + 1, und lasst sich so ans-
sprechen:

Sei » eine beliebige Primzahl von der Form 4p -+ 1, und @, () die durch
die u-gliedrigen Perioden der »ten Einheitswurzeln sy, ¢, &, & constituirte

V) Galoia’sché Gattung, so sollen diejenigen Primzahlen gefunden werden,
welche in allen Discriminanten der Gattung ®,(:) als ansserwesentliche
Theiler enthalten sind.
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Bezeichnet man wieder mit w eine primitive vte, mit ¢ eine primitive vierte
Wurzel der Einheit, und werden die Grossen S;, 'Sy, S; &bnlich wie im vorigen
Paragraphen durch die Gleichungen:

vy—1

) S s..=2‘:“'mwf (a=1,28)

r=1

definirt, so sind bekanntlich diese Grbssen mit den Perioden durch die Gleichungen
verbunden:

G+ e+t gy =—1

6 i — gy — iy =235,

—ftg—==5

& — 18y — &g =ty = 5.
Denkt man sich ferner die Primzahl » im Gebiete der Zahlen a4 bi in die-
jenigen complexen Primfactoren zerlegt, deren negative Werthe primir sind, so moge
man erhalten:

?)

8) . i . v=(at28) (@ — 200).
Dann bestehen fiir die Resolvanten 8 die Gleichungen:
) . SP=c(a+26) 8, S8 =:tv, S?=1¢(a— 2/) S,

B =v, s=(— 1}, 8=12"
Bezeichnet man wieder mit:

Upy Ug, g, Uy
die unbestimmten Coefficienten der Fundamentalform von ®4(£), 8o sollen, #hnlich
wie in § 2, die 4 Grossen:
§1’ §21 551 ‘Eﬁ
als Functionen der u durch die Gleichungen:
5 . .. ... fe=vy— o, (=1238,4
definirt werden. Alsdann besteht wieder die identische Gleichung:
L ks o S L Iy gy Jpuy )
Endlich sollen die 4 Gréssen:

Yoy P14 ¥gy vg
s.
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mit den Grdssen # durch die Gleichungen verkntipft sein:
vp ==~ Uy g+ Wy
vy = — g — g~ i
V== — g Uy — Uy
vy =1 Uy — 43 — Ty,

6

Dann ist es mdglich, die vier conjugirten Fundamentalformen durch die
Grissen » und S mit rationalen Zahlencodfficienten auszudriicken, und zwar er-
h&lt man:

dwy=—vo+ 018 + S+ S

. dupg=—uvy— ity S — v S+ 1 S
Do dwg=—uvg— 11§ +v2 S — v S
dwp=—vo+ 10 8 —va 83 — vy .

Bildet man nun das Product der 6 Differenzen dieser 4 Linearformen, so er-
hilt man fir die Quadratwurzel ans der vorher mit D (y; . ..wuy) bezeichneten Form:

(g ud = 0282 — 152 §7) [(0,78,% — 032 8%)? + 4(05? 8y — vy 03 81 5p)?],

und durch Benutzung der in 4) angegebenen Relationen ergiebt sich nach einigen
Umformungen:

8) . . . . . Ad=oh AL — v BY) =9 . G(w ... u),

wenn zur Abkilirzung:

o . [ATAKEED - GEEDeGh b
' B=3[(sh+HW+Eb+LE]—cGh+hE
gesetzt wird.

Da sich nun wiederum auns allgemeineren Betrachtungen folgern lisst, dass
die Form 4(u) nicht fiar alle ganzzehligen Werthe der Unbestimmten durch eine
Primzahl theilbar sein kann, welche grésser als 4 ist, so ist die Form 8) oder, was
dasselbe ist, die Form }@ nur fir die Zahlen 2, 3, 4 zu untersuchen.

Es werde nun zuniichst die angegebene Form modulo 4, oder also @
fir die Zahl 16 als Modul untersucht. Hier kann zunfchst der Fall von vorne
herein ausgeschlossen werden, dass die Primzahl v von der Form 8n—45 ist, denn
wunter dieser Voraussetzung ist & fir alle ganzzahligen Werthe der » nicht einmal
stets durch 8 theilbar,

Ist nAmlich:

v=o'4-42=5 (mod 8),

so mfissen offenbar sowohl « als # ungerade Zahlen sein. Denkt man sich nun,
was (z. B. durch die Substitution w; =1, uy=1ny==uy==0) stets mdglich ist,
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die Cosfficienten » ganzzahlig so bestimmt, dass die Form A einer ungeraden Zahl
gleich wird, so ergiebt sich aus 7) die Congruenz:

G—=A(Q —5B? (mod 8).

Also wiirde unter den fiber die Cotfficienten gemachten Voraussetzungen die
Form & nur dann durch 8 theilbar sein kénnen, wenn die Form B fiir diesen Modul
congruent 5 wiirde. Da aber die Congruenz:

B2=5 (mod 8)

unerfillbar ist, weil 5 quadratischer Nichtrest von 8 ist, so ergiebt sich als erstes
Resultat:

) Ist die Primzahl » von der Form 8n -+ 5, so ist die Zahl 2 niemals ge-
Y meinsamer ausserwesentlicher Theiler aller Discriminanten von ().

Sei ferner v von der Form 8% + 1, 80 muss 7 = 2y eine gerade Zahl sein.
Ferner folgt in diesem Falle aus 4) und 3):

1) . . . . . . eg=+1, §d=0, v=a? (mod 16).
Setzt man hier zur Abktirzung:

1w ... W EEHE —GE LB - e =1
rEh+5E) — (Bh+ &E)]+ahlh= 0,

8o ergiebt sich aus (7) fir 4(u) die folgende Congruenz:
]2) e e e e e . d(u)E(U1+Ug)U1Ug (del»),

und da die rechte Seite derselben offenbar stets durch 2 theilbar ist, sobald den
Grossen u belicbige ganzzahlige Werthe beigelegt werden, so ergiebt sich das weitere
Resultat:
Ist » von der Form 8n—+ 1, so ist die Zahl 2 gemeinsamer ausserwesent-
ag) licher Theiler der Discriminanten von ®4(¢), und zwar ist sie in der
Form 4 mindestens einmal enthalten.

Jetzt werde weiter untersucht, in welchem Falle die Form 4(w) far ganz-
zablige w nicht nur durch 2, sondern sogar durch 4 theilbar ist. Hier kann man
sofort den Fall ausschliessen, dass y ungerade ist, weil unter dieser Voraussetzung
o sicher nicht stets durch 4 theilbar ist. Der Beweis fiir diese Behauptung kann
auf einem etwas umstindlichen Wege durch Untersuchung der entwickelten Form 12)
gegeben werden. Ktirzer fohrt jedoch folgende Ueberlegung zom Ziele. Setzt man:

Y=g =y, up=u — 1,
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g0 wird Uy =U; =1y, und man erhilt aus 12) for 4 den Werth 2,8, welcher dann
und nur dann durch 4 theilbar ist, wenn y eine gerade Zah! ist, was gegen die ge-
machte Voraussetzung streitet.

Ist aber y=2J eine gerade Zahl, so ist die Form 4(x) fir jeden ganz-
zahligen Werth der Unbestimmten durch 4 theilbar. Lésst man nimlich in 12) alle
ganzen Multipla von 4 fort und beriicksichtigt, dass %=1 (mod 4) ist, so erhillt man,
indem man fiir die Formen U aus 11) ihre Werthe setzt, nach einigen Umformungen
und Reductionen:

13) . =20+ G+ GGG+ E)
—5BBEGE+ B G+h) (mod 4).
Offenbar aber ist 2 (& < &) (5 + &) (5 + &) fir alle ganzzahligen Werthe
der Grossen & durch 4 theilbar. Dasselbe gilt von dem letzten Gliede der rechten
Seite; fihrt man n#mlich anstatt der Grissen ¥ vermittelst der Gleichungen 5) wieder
die Unbestimmten » ein, so verwandelt sich dasselbe in das Product der 6 Differenzen
der 4 Grossen uy, ug, ug, ug, und dieses Differenzenprodnct ist, wie man sich leiéht
tiberzeugt, stets durch 4 theilbar. Es ergiebt sich also der Satz:
Ist y gerade, also f =47, so enthiilt die Form 4(u) stets die Zahl 4 als
) Divisor, wenn die Grissen « ganzzahlig angenommen werden.
Die 3 Satze (a1), (a2), (#5) lassen sich folgendermassen zusammenfassen:
Ist v =024 443? eine reelle Primzahl von der Form 4x 1, so enthilt
die Quadratwurzel aus einer jeden Discriminante der Gattung ®4(e) die
VI) nullte, erste oder zweite Potenz von 2 als ausserwesentlichen Theiler, je
nachdem die Zahl # nur durch die nullte, erste, oder eine hohere Potenz
von 2 theilbar ist.
Es werde jetzt die Form A(x) fir die Primzahl 3 als Modul untersucht.
Hier kann zunichst der Fall von vornherein ausgeschlossen werden, dass v von der
Form 124+ 5 ist. Ist nimlich:

r=—1 " (mod 3),
so ist unter den hier gemachten Voraussetzungen 4(w) nicht stets durch 8 theilbar.

In diesem Falle erhilt man nimlich durch Anwendung des Fermat’schen Satzes
aug 8) die fur alle ganzzahligen Werthe der Grossen u geltende Congruenz:

' AW)=A(1 -+ BY) (mod 8),

und da der zweite Factor der rechten Seite nie durch den Modul theilbar sein kann,
weil — 1 quadratischer Nichtrest von 3 ist, so miisste die Form A fir ganzzahlige u
stets die 8 als Theiler ‘enthalien, wenn dasselbe fir 4(x) gelten sollte. Da nun die
Porm A fur jede ihrer Variablen von nicht héherem als dem zweiten Grade ist, so
folgt aus dem schon einmal citirten Satze (Q) der Einleitung, dass die obige An-



— 93 —

nshme nur dann méglich ist, wenn A auch fiir variable « die 3 als Theiler enthalt,
wenn also diese Zahl ein wesentlicher Theiler aller Discriminanten der Gattung
@®,4(¢) ist; da aber der wesentliche Theiler nur eine Potenz von » ist, so folgt, dass
in der That #(u) nicht stets durch 3 theilbar eein kann. (Es versteht sich von
selbst, dass der letzte Theil dieses Beweises auch durch directe Untersuchung der
Form A hitte gefihrt werden konnen.)
Sei jetzt:
v=oal4+4f2=1 (mod 3),

80 muss sicher eine und nur eine der beiden Zahlen « und # nicht durch die Zahl 8
theilbar sein. Es whren hier also die beiden Fille «?=- 1 und 2 =+ 1 modulo 3
zu unterscheiden. Im ersten Falle erhilt man aus 8) durch einige Umformungen:

1) dW=da@) =% G +8) G+ B[(G+a?— EF B F G+ &) -

— G+ 5B+ &)Y (mod 3).
Im zweiten Falle ergiebt sich &hnlich:

15) dW=dp)=%t -G-8 [(a+5 —  EF L+ G+ )
— -8 G- (mod 3).
Indessen ldsst sich leicht zeigen, dass man nur einen der beiden Fille 14)

und 15) zu untersuchen braucht. Definirt man nimlich die Grossen %y, 73, gy N4y &1
durch die Gleichungen:
16) . . ca=—¢, e == §x — Eat1 (e=1,2, 8, 4
8o sieht man zundichst, dass die Grossen n ebenso wie die £, abgesehen von der
Bedingung, dass ibre Summe Null ist, vollig unbestimmt sind. Ferner zeigt aber
eine einfache Rechnung, dass die Form 4g(u), modulo 3 betrachtet, in A (u) tiber-
geht, wenn in ihr fiir: .
5, &, B, £, & gesetzt wird: M1y N2y 73y M4y €.

Daher braucht man nur die Form 15) zu untersuchen, da die dort gefun-
denen Resultate auch fir die Form 14) gelten, wenn nur die Zahlen » = 8 —+ 5 an
Stelle derjenigen von der Form 8n—+ 1 gesetzt werden und umgekehrt.

Nach diesen vereinfachenden Betrachtungen werde also die Form Ag(w) anf
ibr Verhalten in Bezug anf den Modul 3 untersucht, und zwar werde zuerst ¢ = -1,

also ¥ =8n -1 angenommen. Dann erhalt man fir 4a(w) folgende filr alle ganz-
zahligen « erfiillte Congruenz:

1) 45 @)= (G1+ 8P — G-+ 5)?) [+ 87 + (+ 807 ][+ 5
+ &+ 8] (mod ).
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Hier sind &, &, & beliebige ganze Zahlen, denn es kann ja & stets so
gewdhlt werden, dass die einzige Bedingungsgleichung (5a) erfallt ist.

Man kann nun leicht nachweisen, dass in diesem Falle dg(w) die Zahl 3
nicht stets als Theiler enthalten kann, Bestimmt man ndmlich die drei Zahlen §
so, dass:

E4+5H=0, H+520, HE+E5=0 (mod 3)

ist (was z. B. erreicht wird, wenn man &, 5, &, & respective gleich 1, 2, 0, —3
annimmt), so wird 4g=1 modulo 3, also folgt hieraus die Richtigkeit der obigen
Behauptung.
. Wird endlich ¢ = — 1, also »==8#n - 5 angenommen, so erhilt man nach
einigen Umformungen:
dp= [[(a— &) (mod 3) (= F=1,234),
«<p

und diese Form ist fiir jeden ganzzahligen Werth der Gréssen § durch 8 theilbar.

Die drei so erhaltenen Resultate, sowie diejenigen, welche sich durch die
oben angegebene Substitution aus ihnen ergeben, lassen sich nun folgendermassen
zusammenfagssen :

Ist v=28n-1, so ist #(u) stets durch 3 theilbar, oder nicht, je nachdem
b) 8 oder « durch 3 theilbar ist.

Ist v=28n + 5, so ist J(u) stets durch 3 theilbar, oder nicht, je nachdem
%) & oder § durch 3 theilbar ist.

Ist » von der Form 4# -1, s0 ist 4 («) nicht stets durch 3 theilbar, wenn
%) Keine der Zablen « und 8 durch 3 theilbar ist.

Die Sitze b)) und ;) kann man noch durch die folgende Betrachtung verein-
fachen: Ist nimlich » = a2 +4- 452 eine beliebige Primzahl von der Form 4u —+ 1,
und bedeuten «; und 5 die absolut kleinsten Reste der Zahlen « und g fiir den
Modul 6, so ist stets:

v=al+ 480 =02+ 442 (mod 24).

Sei nun » zuerst von der Form 12p - 1; berficksichtigt man dann, dass ;
ungerade ist, und dass ausserdem in diesem Falle von den Zahlen e, B; eine und
nur eine durch 3 theilbar sein muss, so erhilt man aus der Vergleichung der damn
noch mbglichen Werthsysteme @, 4 mit den soeben unter &,) und &;) angegebenen
Sttzen das folgende Resultat:

Ist v=a?-- 42 eine Primzahl von der Form 12u; 4 1, so enthalten alle
Gleichungsdiscriminanten der Gattung ®y(e) die Primzahl 3 als ausser-

VII) wesentlicherr Theiler, wenn # von der Form 6n —1, 6n, 6n —+ 1 ist; dies
ist nicht der Fall, wenn § entweder die Form 6n~+2, 6243, 6144
hat, oder wenn die Zahl » von der Form 12p; 4+ 5 ist.



§ 4.

Obgleich die im vorigen Paragraphen gegebene Behandlung des Falles
y=41u 41 noch ziemlich {ibersichtlich war, so lisst sich doch nicht verkennen, dass
man Sei cinem Fortgehen auf dem bis jetzt eingehaltenen Wege einmal auf bedeutende
Schwierigkeiten stossen, dann aber auch nicht ganz befriedigende Resultate er-
halten wird.

Die Schwierigkeiten beruhen nicht sowohl auf der Menge der Rechnungen,
die durchzufibren sind, um den Ausdrock der zu untersuchenden Discriminanten-
form D(w) zu erhalten, sondern hauptsichlich auch darin, dass die symmetrischen
Functionen der u-gliedrigen Perioden der »ten Einheitswurzeln nicht in geschlossener
Form bekannt sind, wenn A grbsser, als 4 angenommen wird. Fir die Werthe
i=2, 8, 4 sind nidmlich die erwihnten Functionen von Herrn Kummer gegeben
worden, und dieser Umstand ermdglichte eigentlich die in den vorigen Paragraphen
gegebene Behandlung der Frage.

Ferner lisst sich auch nicht leugnen, dass die bis jetzt erlangten Sétze, ob-
wolil sie die directe Frage vollstindig beantworten, doch das Problem noch nicht in
befriedigender Weise 16sen. Etwas ist allerdings durch sie erreicht worden; es ist
niimlich schon in den behandclten cinfachsten Fillen ein cinfacher Zusammenhang
zwischen der Primzahl v und den ausserwesentlichen Theilern der Discriminantenformen
D(w) nachgewiesen worden. Indessen crscheint diese ganz gesetzméssige Abhingigkeit
der ausserwesentlichen Theiler von der Primzahl » noch durchaus nicht als eine
naturgemisse, denn die aufgestellten Theoreme beantworten die Frage, warum eine
gegebene Gattung gewisse Primzahlen als Theiler aller Discriminanten enthilt, andere
aber nicht, keineswegs in befriedigender Weise. Ware es daher nicht mdglich, der
Frage auf cinem anderen Wege niher zu treten, so wiirden die hier erreichbaren
Resultate einen dogmatischen und unbefriedigenden Eindruck machen; und es ist
somit fur eine wirklich erschopfende Behandlung des Problemes durchaus noth-
wendig, den Resultaten den Charakter des Ueberraschenden, Unvorhergesehenen zu
nehmen, und sie als cinfache, leicht erkennbare Folgerungen, aus klaren und allge-
meinen Sitzen crscheinen zu lassen.

Den ersten, vorher erwihnten Uebelstand beseitigt nun cine sehr einfache
Behandlung des Problemes, welche jotzt angegoben werden soll, und die fiir jedes
beliebige 1 ein allgemeines Criterium gewisser ausserwesentlicher Theiler von i(e)
ableiten lehrt.

Ehe ich auf diese Untersuchung eingehe, machte ich einen elementaren Halfs-
satz vorausschicken, welcher sich so aussprechen lhest:
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Bind in einer Determinante
D=u| (hk=1,2,...m)

VIII) die entsprechenden Glieder irgend zweier Horizontal- oder Vertikalreihen
einander fiir einen gewissen Modul ¢ congruent, so ist dicse Determinante
durch den Modul g theilbar.

Sind n#imlich zum Beispiel die entsprechenden Glieder der kten und der
iten Horizontalreihe fir den Modul ¢ congruent und subtrabirt man in D die
ite von der Aiten Reihe, so erhilt man, wenn man die so transformirte Determinante
nach der iten Reihe entwickelt, fir dieselbe eine homogene lineare Function der
Differenzen:

Yha = Yia (e=1,2,...n),
welche unter der gemachten Voraussetzung offenbar durch die Primzahl ¢ theilbar ist.

Dieser Satz lisst noch eine Verallgemeinerung zu, welche aber fir die zu-
niichst zu erledigende Frage nicht in Betracht kommt und daher hier unerwiihnt
bleiben mag.

Sei jetzt »==Ap+ 1 eine belichige reelle Primzahl; ferner sollen:

3 Y TS e ]
die p-gliedrigen Perioden der vten Einheitswurzeln sein. Die durch sie reprisentirte
Gattung sei ®;(¢) und es mdgen wieder mit:

2) L T Wiy W~ oo Uy

die 4 conjugirten Fundamentalformen bezeichnet werden, welche durch das Fun-
damentalsystem 1) bestimmt sind. Ihre Discriminante sei:

N — o e=1,2...4
3 . . . D)= A%w) aéf,s(wa wg) (p=1,2...ﬁ.)'

Es sollen jetzt Bedingungen dafiir aunfgestellt werden, dass eine gegebene
reelle Primzahl ¢ fiir beliebige ganzzahlige Werthe der u ausserwesentlicher
Theiler der Discriminantenfom D(w) ist. '
Bekanntlich besteht nun fiir unbestimmte ganzzahlige Werthe der Coefficienten
und ein beliebiges ganzzahliges & die Congruenz:

4 . . .. wﬂkr_—ulq**—l-ugcg'ik+...+uzef* (mod ¢)

Sei nun g eine primitive »te Congruenzwurzel fitr die Primzahl », und y der
Index von ¢ fir diesen Modul, also es sei:

g=¢’  (mod»).
Dann ist bekanntlich:

B) . . L& = tatky = fatkiag (mod ¢) (¢=1,2...4).
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Es muss nun stets eine ganze Zahl % existiren, die so beschaffen ist, dass

kIndg=0 (mod 1)
ist. Da niimlich nach dem Fermat’schen Satze fiir jede Primzahl ¢:
ghe=gr—1=1 (mod »)
ist, so kann man stets eine kleinste Zahl % bestimmen, fir die
) Y = | (mod »)
ist. Dann ist aber, nach einem der elementaren Zahlentheorie angehdrigen Satze:
kuIndg=0 (mod (Au)),
also auch
N . . . .. .. .. klndg=0 (mod 1),

was bewiesen werden sollte. Ferner folgt auch aus dieser Betrachtung, dass & ein
Theiler von 4 sein muss. Fiir das durch 7) bestimmte & ist dann wegen 5) die
Congruenz:

@ =g  (mod g) (e=1,2,...4)
fiir jedes « erfillt, und hieraus ergiebt sich mit Hutlfe von 4):

wy ™ =y (mod g¢),
und diese Congruenz gilt offenbar nicht nur fiir w;, sondern auch fiir alle 1 con-
jugirten Wurzeln der Fundamentalgleichung, sobald den Grossen  ganzzahlige Werthe
beigelegt werden.
Man kann nun die Quadratwurzel aus der Discriminantenform o (w) auf die
Form bringen:
8 . . . . . . ) = 1ok (h=l,2....l )
) (w) = wi| kE=0,1.,..A—~1
Sei jetzt ¢ eine solche Primzahl, dass ¢* kleiner als i ist, wenn & die aus 7
sich ergebende Bedeutung behilt, so sind in der Determinante A(w) die Glieder der
aweiten und (g* + 1)ten Horizontalreihe einander fiir alle ganzzahligen Werthe der
Coéfficienten » nach dem Modul ¢ congruent. Nach dem soeben bewiesenen Hillfs-
satfe (VIII) muss also J (), mithin auch D{(w) in diesem Falle durch die Primzahl ¢
theilbar sein, und da ¢ kein Theiler der Discriminante der Gattung ist, so ergiebt
sich das folgende Resultat:
Tst y=4Au+1 und geniigt eine Primzahl ¢ den Bedingungen:
g#=1 (mod »), ¢<i,
80 ist ¢ ein ausserwesentlicher Theiler aller Gleichungsdiscriminanten der

durch die p-gliedrigen Perioden der »ten Wurzeln der Einheit consti-
tuirten Gattung @; (s).

Ix)

FL
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Diecsen Satz kann man noch durch einige Betrachtungen erweitern, welche
hier kurz angegeben werden sollen: Fiir die Discriminante der Fundumentalgleichung
D(w) besteht die identische Gleichung:

9 D<w>=J;IIIcw«—wa+a)=IIchwl—ws) (=100 h.
a &

e=1....4

Ist nun diese Form fiir alle ganzzahligen Werthe der Coéfficienten « durch
g theilbar, so mues fir jedes bestimmte diesen Girdssen beigelegte Werthsystem min-
destens eine der A — 1 Normen, in welche D(w) nach 9) zerfillt, dicse Primzahl als
Theiler enthalten. — Da aber die Zahl ¢, wie aus 6) hervorgeht, modulo » zum
Exponenten kp gehirt, so folgt mit Hilfe eines von Herrp Kronecker bewiesenen
Satzes™), dass eine solche Norm auch durch ¢* theilbar sein muss, wenn dies fiir ¢
der Fall ist. Beriicksichtigt man ferner, dass die Primzahlpotenz ¢* unter den ge-
machten Voraussetzungen Ater Potenzrest von » ist, so kann man den soecben abge-
leiteten Satz anch so aussprechen:

Sei v=24u+1 eine beliebige reelle Primzahl und @& (¢) dic durch die
) p-gliedrigen Perioden der vten Wurzeln der Einheit constituirte Gattung.
1Xwa) Algdann ist jede Gleichungsdiscriminante der Gattung . (¢) durch dieje-
nigen in der Reihe 2, 3, ..., i — 1 enthaltenen Primzablpotenzen theilbar,

welche Ate Potenzreste von » sind.

§ 5.

Als Abschluss dieser allein auf die Kreistheilungsgleichungen beziiglichen
Untersuchungen mdgen hier noch einige Resultate folgen, welche sich unmittelbar
ergeben, wenn man die in den drei ersten Paragraphen erhaltenen Sitze mit den
entsprechenden Resultaten vergleicht, welche sich aus der spiter zu entwickelnden
allgemeinen Theorie der ausserwesentlichen Theiler ableiten lassen.

Sei zundchst ¥ eine Primzahl von der Form 841 und @y(c) die durch
die u-gliedrigen Perioden der vten Wurzeln der Einheit constitnirte Gattung. Dann
ergeben sich aus den in der Einleitung angegebenen allgemeinen Resultaten die fol-
genden beiden speciellen Sitze: )

Die Zahl 2 ist dann und nur dann susserwesentlicher Theiler aller Dis-
eriminanten der Gattung ®&y(s), wenn diese Zahl cubischer Rest von » ist.

*) Vergl. Kronecker, de unitatibus complexis § 3, Th 1.

.




Unterwirft man die 8 conjugirten Zahlen iy, wy, wy der Beschriinkung,
dass ihre Summe durch 3 nicht theilbar ist, so ist die Zahl 3 dann und
nur dann ausserwesentlicher Theiler aller Discriminanten der Gattung &y(e),
wenn die Primzahl 3 cubischer Rest von v ist.
Vergleicht man diese Satze mit den ihnen entsprechenden des zweiten Para-
graphen, so ergiebt sich:
Die Zahl 2 ist cubischer Rest aller derjenigen Primzahlen v von der
Form 8u —+ 1, welche sich ganzzahlig durch die Form

X) A2+ 27 B?
durstellen lassen; dagegen ist sich cubischer Nichtrest der Zahlen », deren
vierfacher Werth erst dieselbe Darstellung zulisst.

Dic Zuahl 3 ist dann und pur dann cubischer Rest einer Primzahl »
von der Form 3u—+ 1, wenn in der Darstellung von 4» durch die Form
A2 427 B2
die Zah! B durch 3 theilbar ist.
Diescs letzte Resultat ist der von Eisenstein gefundene Erginzungssatz
zum cubischen Reciprocititsgesetze. (Vergl. Eisenstein: Nachtrag zum cubischen
Reciprocititsgesetz. Crelle’s Journal, Band 28.)

Sei ferner v eine Primzahl von der Form 4u + 1 und ®,(c) die durch die
u-gliedrigen Perioden der vten Wurzeln der Einheit constituirte Gattung. Dann
ergiebt sich aus der Specialisirung der soeben erwihnten allgemeinen S#tze:

Die Zabl 3 ist dann und nur dann ausserwesentlicher Theiler simmt-

licher Discriminanten der Gattung &(s), wenn 3 biquadratischer Rest
von v ist.

X1

Alle der Gattung ®&4(c) angehdrigen Discriminanten enthalten die
Zshlen 4 oder 2 als gemeinsame ausserwesentliche Theiler, je nachdem
die Primzahl 2 biguadratischer, oder nur quadratischer Rest von » ist.
Vergleicht man diese Sitze mit den ihnen entsprechenden des dritten Para-
graphen, so erhilt man:

Sei ¥ eine Primzahl von der Form 44 -+ 1; alsdann ist 3 quadratischer
Nichtrest von », wenn bei deren Darstellung ale Summe zweier Quadrate
v=na?4-4p?

« und # beide nicht durch 3 theilbar sind. Enthilt dagegen eine dieser

Zahlen die Zahl 3 als Factor, so ist die Zahl 3 quadratischer oder bi-

quadratischer Rest von », je nachdem § von der Form 6n 2, 6n+3,
oder von der Form 6n, 6n = 1 ist,

X11)
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Die Zahl 2 ist biquadratischer oder nur quadratischer Rest einer
Primzahl » von der Form 4u—+ 1, wenn bei der soeben angegebenen
XII) Darstellung von v als Summe zweier Quadrate # durch 4 oder nur durch
2 theilbar ist; dagegen ist 2 quadratischer Nichtrest von », wenn g einer
der Zahlen = 1 fiir den Modul 4 congruent ist.
Dus letste hier angegebene Resultat ist der von Gauss gefundene Ergiinzungs-
satz zum biquadratischen Reuproutd.tsg(:letze. (Vergl. Gauss, comment. 1 theoriae
resid, biquadrat.)

Tch schliesse hiermit diese vorliufige Verdffentlichung ab, in welcher nur
eine Uebersicht des Inhalts meiner der Facultit eingereichten Dissertation, sowie
die nihere Entwickelung der auf die Theorie der Kreistheilungsgleichungen beziig-
lichen Resultate gegeben werden sollte. Die vollstindige Verdffentlichung soll bald-
mbglichst erfolgen.
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THESEN.

In algebraisch- zahlentheoretischen Untersuchungen nimmt die Wabl des
Fundamentalsystemes dicjenige Stelle ein, welche bei geometrischen Be-
trachtungen der zweckmiissigen Bestimmung des der Untersuchung zu
Grunde zu legenden Coordinatensystemes zukommt. _
Wenn man die Romane von Thaekeray und Dickens vergleicht, so
muss Thackeray als der planvollere Schriftsteller erscheinen.

Derjenige Theil der formalen Logik, welcher von' der Eintheilung der
Begriffe handelt, bedarf zu seiner Anwendung innerhalb der Erfahirung des
Zusatzes, dass der Bercich der in Betracht kommenden Merkmale cin
endlicher und in jedem Falle vollig bestimmter ist.



